utilizadas para la calibracién, lo que asegura la capacidad predictiva del modelo. Para la calibraci6n "
del modelo se utilizaron dos experiencias distintas que permitieron determinar en forma independiente

los pardmetros hidro-dispersivos del relave (exp. de trazador) de los parimetros reactivos que
gobiernan la lixiviacién propiamente tal (exp. de lixiviaci6n).

Los resultados muestran que el modelo predice satisfactoriamente las tendencias principales

del fen6menos, es decir, 1a evolucién temporal de la concentracién de 4cido y de cobre en la soluci6n

extraida, Ademis el modelo entrega la distribuci6n espacial en todo el dominio de la concentraciénde

4cido y de cobre en la solucién y de la concentracién de cobre en la fase sélida.

El modelo se puede mejorar estudiando con m4s detalle la reaccién quimica entre el 4cido |

sulfdrico y los minerales contenidos en el relave. También se debe estudiar la influencia del agua
inmévil y su relacién con la velocidad a la que se desplaza la soluci6n lixiviante.
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| ANALISIS DE LA INCERTIDUMBRE Y ESTIMACION DE

PARAMETROS EN UN MODELO DE HIDROGRAMA
UNITARIO INSTANTANEO

RAFAEL S. SEOANE(1); ALEJANDRA VORNETTI(2); MONICA GELMI(2)

 RESUMEN

El objetivo de este trabajo es proponer un método para definir una funcién de densidad

| de probabilidades de los caudales méximos, y estimar sus pardmetros para el anélisis de la

incertidumbre asociada al uso de un modelo deterministico de la teorfa del hidrograma unitario
instantdneo.

Se aplica la teorfa de la funcién derivada de probabilidades para deducir las expresiones

 de los primeros momentos y obtener una aproximacién a la funcién de densidad de los caudales

méximos a partir del hidrograma unitario instantdneo(Clark, 1943) y de la funcién de densidad
del pardmetro de almacenamiento adimensional(Wilson y Brown, 1992).

Los resultados de la aplicacién del método fueron analizados con un modelo de simu-
lacién que incluye la nueva funcién de densidad y se contrastaron con la serie de caudales

i extremos anuales.

il) Investigador del Instituto Nacional de Ciencia y Técnica Hidricas, Universidad Nacional del Cen-

tro de la Provincia de Buenos Aires y Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas
(CONICET), Argentina.

(2) Investigadora de la Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires, Argentina.
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I) INTRODUCCION

- El objetivo de esta investigacién es proponer un método para definir la funci6n de }
densidad de probabilidades de los caudales mdximos, que permita explicitar en forma numé- .
rica, la incertidumbre asociada a la estimaci6én de los pardmetros de un modelo deterministico }

de la teoria del hidrograma unitario instantineo.

La propuesta se fundamenta en el nuevo hidrograma unitario adimensional, (Wilson y
Brown, 1992), definido a partir de una solucién analitica del modelo de hidrograma unitario ¢
(Clark, 1943) y un anélisis estadistico de ciento cuarenta y dos eventos precipitacién-caudal !

que demuestra la posibilidad de representar el pardmetro de almacenamiento adimensional con
funciones de densidad clédsicas (Pearson 1II y Log-Pearson III).
Este resultado es utilizado para deducir las expresiones que definen los dos primeros

momentos de Ia funcién de densidad de probabilidades de los caudales miximos, aplicando la ]
teoria de la funcién derivada, a los valores estimados del pardmetro adimensional del HUI, :

(Benjamin y Cornell, 1970).

Esta teoria permite resolver el problema que se plantea cuando una variable aleatoria

estd deterministicamente relacionada con otra y la variable independiente presenta una funci6n

de densidad conocida. Para estos casos se deduce la funcién derivada para la variable dependiente §

y se evalda la incertidumbre introducida por la variacién de la variable independiente.

El tema central de este trabajo consiste en proponer una forma de relacionar modelos |
deterministicos, de uso muy frecuente en Ingenieria, con los desarrollados bajo un enfoque |

probabilistico que, en los dltimos afios, ha orientado las investigaciones.
Un modelo deterministico de simulacién por eventos es usado para estimar los distintos

pardmetros de los sub-modelos del proceso de transformacion precipitacién caudal. Los :
pardmetros de este modelo deterministico, los estadisticos necesarios para definir los dos pri-
meros momentos y la funcion de densidad del caudal méximo fueron estimados para eventos |
seleccionados de precipitacién-caudal observados en la cuenca del Arroyo Tapalqué (Provincia }

de Buenos Aires, Argentina).

I1. Aplicacién de la teoria de la funcién de densidad derivada

Es posible deducir expresiones, (Benjamin y Cornell,1970), adecuadas cuando la fun- |
cién y = g ( x ) que relaciona dos variables aleatorias verifica que siempre que se incrementa
la variable x se incrementa la variable y. Ademis, se cumple que existe un solo valor de x para

cada valor de y, en consecuencia, Y es menor o igual que algin valor de y, si y solo si x es
menor o igual que algin valor x,, tal que el valor y,=g (x,).
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El método permite definir la funcién de distribucién acumulada de la variable depen-
diente y, a partir de que la probabilidad que x sea menor que cualquier valor es la probabilidad
que x sea menor que el correspondiente valor de x, es decir x = g/(y ) y esta probabilidad
puede ser obtenida a partir de la funcién de lavariable aleatoria x.

F (y)=PlYsy] = PlXg™ () ] =E, (g7 ()] 6y

Se utiliza la siguiente expresion, (Benjamin y Cornell, 1970), que relaciona las funcio-
nes de densidad de probabilidades:

a _a a
LYY= Y)Y s R LR ] 2)
y se puede demostrar que es:

f,(y)=4"‘i'—;‘;’—’—)f,[x"(y>1 &)

reemplazando g7 (y ) por x se obtiene la expresion:
dx
f,(y)'d—yf;(x) 4)

Para el caso que la relacién entre las variables y y x sea monétonamente decreciente se
utiliza la misma expresién pero con el valor absoluto de Idy/dx|. Se presentan a continuacién
las expresiones para estimar los momentos de primer y segundo orden de la funcién de densidad
de probabilidades de los caudales mdximos, a partir de los momentos del pardmetro
adimensional. Estas nuevas expresiones se deducen con las aproximaciones definidas por el
desarrollo en serie de Taylor, donde la media es mejor aproximarla usando tres términos y la
varianza dos. Los resultados obtenidos mostraron la importancia de utilizar una aproximaci6n de
segundo orden para la media y de primer orden para la varianza, (Benjamin y Cornell, 1970).

1| d*g(x)
E[¥] = E[g(X)] = g(m) 3[ o L{ (5)

x
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dg(x)
dx

var (Y] = Var [ g(X) ] = Var{X]

_I ©

Estas expresiones se deberdn completar con la funcién de densidad derivada aproximada
bajo la hipétesis que existe una relacién lineal entre las variables. La solucién presentada permite

evaluar la posibilidad de utilizar las ecuaciones (5) y (6), con una funcién de densidad para “
la variable dependiente (Gumbel) y avanzar en el anélisis del efecto que la variaci6n del }

pardmetro adimensional del HUI tiene sobre la funcion (fdp) de los caudales.

IIT) Desarrollo de expresiones para la metodologia

En este pardgrafo se presenta las expresiones de la funcién de densidad de probabilida-
des para el caudal maximo y sus momentos de primer y segundo orden a partir de la siguiente |

expresion del caudal adimensional propuesta en Wilson y Brown (1992).

2 2 =

25 2 2tk 2k, i 512k exp (-t /k) @)
exp (-8t )|t° - +

D I (1-8k.) (1-8k )3

6
2. K (1-8x)°

¢ =t/ t ok =k / t_donde: ¢. ( k.t. ) ordenada adimensional HUI, ¢, tiempo
de concentracién, k pardmetro de almacenamiento y k. parimetro de almacenamiento
adimensional.

El andlisis de la estructura de la funcién anterior, en la cual resulta dificil identificar su

funcidn inversa, hace necesario utilizar una alternativa que permita obtener las aproximaciones |

que son tiles en la resolucién de problemas.

En este caso se presenta una solucién desarrollada a partir de considerar que la variable
aleatoria independiente, coeficiente de almacenamiento adimensional, se distribuye con una |

funcién de densidad de probabilidades Gumbel, (Wilson y Brown, 1992).

Es importante sefialar que la metodologia tiene como objetivo encontrar una expresion |
aproximada para la funcién de densidad del caudal mdximo y en consecuencia, es necesario

definir una funcién del caudal que dependa, solamente, del coeficiente de almacenamiento
adimensional.

A continuacidn, se deriva la expresion bésica, propuesta en Wilson y Brown(1992), con
respecto al tiempo.
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k (8t -1) 8k’ L 512k exp (-t /k}

do_ 512 exp(-8Bt)
i a-sr) (1—81:)’]

_a4?
-a?.——-—————(l_ak‘) (t:. 4t‘)+

(8)

(1-8x)°

Esta expresion permite definir los puntos [q (¢, ), ¢t . ] para diferentes coeficientes de

almacenamiento adimensional necesarios para utilizar el modelo de regresién no lineal'y es-

 timar los pardmetros de la expresidén¢ | _ck?. Los coeficientes estimados del modelo son ¢ = 0.63
y d =0.215 y en la Figura N°1 se observa el resultado obtenido y el nivel de! ajuste logrado.

i.26xM™ 2!

- - il e.218 0.42 i~ -

q,=0[k) = GeTy exp (-5.04k ~777)|0.3969k 85 (1t
512k?

T (-0, 63k7 T 9)
(1-8x)° .

La dltima expresion se deduce al reemplazar en la original, la relacién entre el tiempo
al mdximo y el almacenamiento adimensional , y se define una nueva relacion necesaria
paraaplicar la técnica y estimar los momentos de la funcién de densidad derivada de los cau-
dales maximos.

IV) EJEMPLO DE APLICACION

En este pardgrafo, se presenta una aplicaciéon de la metodologia que permite estimar la
expresion de la funcion de densidad del caudal mdximo, definida a partir de los dos primeros
momentos, y ademds se muestran los resultados que corresponden a las distintas etapas utili-
zadas para evaluar su comportamiento en la representacion de una cuenca. Las etapas desarro-
lladas son:

1) Aplicar un modelo determin{stico para definir los distintos parimetros de la representacién
del proceso precipitacién-caudal.

2) Calcular los valores de la media y el desvio estandar necesarios para estimar los pardmetros
de la funcién de densidad de probabilidades del coeficiente de almacenamiento (k,).

3) Estimar con las expresiones anteriores la aproximacioén de la funcién de densidad de pro-
babilidades del caudal méximo.

4) Contrastar los resultados, utilizando una técnica de simulacién que incluye la nueva
funcién, con los valores de caudales miximos anuales.
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Cuenca del Arroyo Tapalqué y parametros de los modelos

En este trabajo se utiliza la cuenca del Arroyo Tapalqué, que tiene su punto de control

en la ciudad de Olavarria, ubicada en el centro de la Provincia de Buenos Aires y limitada por
las cuencasdel Arroyo Azul al Este y del Vallimanca al Oeste. Para lograr una adecuada repre-
sentacién se identificaron distintas sub-cuencas.Se presentan, a continuacién caracteristicas |

morfolégicas y tiempos de concentracién, ¢, (en horas).

Cuenca Area (km2) Pendiente Tiempo (1,)
i 175.2 0.0012 28
2 153.2 0.0014 50
3 187.4 0.0016 46
4 217 .4 0.0027 52
5 320.6 0.0013 37
6 106.4 0.0050 28
7 220.6 0.0034 39
8 122.8 0.0042 28
9 47.5 0.0036 25

Tabla N° 1

Modelo deterministico y resultados de su aplicacion

En la aplicacién del modelo deterministico (HEC-1) se utilizé la técnica de optimizacién :

y como representacién areal se usé la indicada en la Tabla N° 1.

El modelo de infiltracién utilizado fue el método del Soil Conservation Service (SCS)
y el andlisis de las caracteristicas del suelo muestra que la cuenca presenta un mayor porcentaje '
de arcilla y limo que de arena. En consecuencia, y a partir de experimentos realizados en la zona ’
se utiliza un suelo tipo D. La cubierta vegetal predominante es pastura y por lo tanto en nimero }

de curva adoptado es 70 (Condicién de humedad antecedente II).

El andlisis realizado, entre los caudales miximos estimados con el modelo y los obser- |
vados, para los eventos seleccionados, muestra un valor promedio del quince por ciento (15%) |

de error con un méximo de veinte por ciento (20%).
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En la Figura N° 2 se presenta, como ejemplo adicional del nivel de los ajustes obtenidos,
uno de los eventos representados con el modelo deterministico y se observa una diferencia entre
el caudal miximo simulado y el registrado del seis por ciento (6%).

Es importante destacar que, el modelo deterministico utilizado fue seleccionado con el
propésito de avanzar en el andlisis de representaciones matemadticas adecuadas para procesos
hidrolégicos que se producen en cuencas con pendientes del orden de 0.0012 a 0.0050; y de
asegurar la posibilidad de reproducir esta metodologia en otras regiones del pais ,para facilitar
el estudio de la variacién areal del pardmetro adimensional del modelo del HUI.

Momentos y funcién de densidad derivada de caudales

Un ejemplo de la aplicacién de la metodologia propuesta se realiza a partir de la
discretizacion areal anterior y con los siete eventos precipitacién-caudal analizados para esti-
mar la media del coeficiente de almacenamiento adimensional (1.38) y su desvio estandar (0.56).
De estos valores y con las ecuaciones de la media y varianza se obtienen:

- - = . 4
s(qp) 0.55 Var (qp) 0.02

(10)

En consecuencia, es posible estimar los pardmetros de la funcién de densidad de pro-
babilidades de los caudales miximos, que en el caso bajo anlisis, se considera un modelo
Gumbel con las expresiones:

e a oD - o (11)

Estas expresiones permite estimar g =8.27 y =0.489 , siendo la aproximacién de la

funcién de densidad de probabilidades final:

fo (qp) = B.27 exp[—s.27(q’;0.489—oxp(—8.27(qp—0.459))] (12)

P

V) ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LA METODOLOGIA

En este pardgrafo se presentan las principales caracteristicas de un modelo de simulacién
definido para aplicar la funci6n de densidad de probabilidades y analizar sus resultados.

La funcién de densidad de probabilidades tiene como variable aleatoria los caudales méxi-
mos, y en consecuencia, el objetivo del modelo de simulacién es definir, la forma de la funcién de
los caudales méximos anuales a partir de las caracteristicas hidrolégicas y meteoroldgicas de la
cuenca seleccionada.
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El modelo de simulacién incluye: a) una distribucién Poisson que define la cantidad de
tormentas por afio, b) una funcién de densidad de probabilidades bivariada para la intensidad
y duracién de las tormentas , ¢) un modelo de infiltracién desarrollado por el Soil Conservation
Service ,(McCuen, 1989), para estimar la precipitacién efectiva, d) la funcién de densidad
propuesta y ) una expresion de usc cldsico para estimar el caudal miximo (Henderson, 1963).

Las dos principales componentes del modelo de simulacion propuesto son:

Cantidad de tormentas: ¢s la cantidad x de ocurencias del evento tormenta por afio que se

estima a partir de la siguiente distribucion Poisson:

(\))‘ a™

7 , x=0,1, 2,...=

p,x)=

(13)

donde : v es el nimero promedio de tormentas por afio.

Modelo estocastico de precipitacién: utiliza la funcién de densidad de probabilidades
bivariada, (Gumbel, 1960), con marginales exponenciales (intensidad y duracion ) y el coefi-
ciente de correlacion con intervalo [-1,1 1.

El modelo para la verificacion incluye un algoritmo de optimizacién para los pardmetros de
la funcién de densidad bivariada que utiliza, como solucidn inicial, los valores medios estimados con
los datos meteorolégicos de la region. Ademds, se incluye la hipétesis que considera que, para cada
afio, la probabilidad de ocurrencia de la precipitaciones es la misma que la utilizada para definir el
caudal en la funcién de densidad de probabilidades acumulada propuesta.

El anilisis de los resultados de contrastar la funcién acumulada teérica con la empirica
definida para los caudales miximos anuales del método, Figura N° 3, muestra un ajuste con un
error promedio del veinticinco por ciento(25%) y con un valor médximo del treinta y ocho (38%)
por ciento entre los caudales observados y estimados. Estos valores fucron estimados con una
serie definida para los caudales mayores a 45 (m3/seg) y este limite inferior fue utilizado pora centrar
el andlisis de los errores en el extremo superior de la funcién de densidad.

Es importante sefialar que el proceso de optimizacién no incluye el pardmetro de la funcién
de densidad presentada y , en consecuencia las diferencias de formay valores estimados en la figura
anterior representan un limite de la capacidad de esta formulacién, para un valor definido del modelo
de infiltracién. Con la idea de explicitar la importancia del pardmetro de almacenamiento y del
modelo de infiltracién asociado no se incluyeron en la optimizacioén.
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VI) CONCLUSIONES

La importancia de la metodologia propuesta se fundamenta en que permite asociar
probabilidades a los caudales maximos obtenidos con un modelo de la teoria del HUI y estimar
a partir de una funcién de densidad del parametros de almacenamiento adimensional deducida
con el modelo deterministico de Clark.

Una posible utilidad practica de estos resultados incluye el estudio del efecto de la
variabilidad de los parametros de un modelo deterministico sobre la forma de la funcién de
densidad de los caudales maximos. Ademas, las aproximaciones entre las funciones acumu-
ladas (tedrica y empirica) resultan dentro del error esperable, para este tipo de método, y
muestran la significacién de completar las ecuaciones y experimentos para definir la posi-
bilidad de utilizar esta técnica.

Es importante destacar que los resultados presentados son iniciales debido a los escasos
datos hidrolégicos utilizados en el analisis, en la actualidad se est4 avanzando en la incorpo-
racion de nuevos eventos precipitacion-caudal para realizar otras contrastaciones. Sin embar-
go, los avances obtenidos permiten la evaluacién de la incertidumbre y la utilizacién de re-
sultados hidrologicos empiricos para, deductivamente, estudiar la variabilidad de la serie de
los caudales maximos.

Agradecimiento: Los autores desean expresar su reconocimiento al Ing. Alberto
Calcagno cuyos comentarios y discusiones contribuyeron significativamente al desarrollo de
este trabajo.
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