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RESUMEN

Se presenta un estudio numérico del fenémeno transitorio en ductos que transportan fluidos plasticos tipo
Bingham, mediante el método de elementos finitos (FEM) de bajo orden. Mientras que la mayoria de
los estudios del golpe de ariete consideran fluidos Newtonianos, la dindmica en fluidos con esfuerzo de
cedencia sigue siendo poco abordada, a pesar de su relevancia industrial, particularmente en mineria. Se
realiza un andlisis paramétrico sobre el efecto del esfuerzo de cedencia y el tiempo de cierre de valvula
sobre las distribuciones de presion y velocidad en la tuberia, usando un modelo de friccién adaptativo.
Los resultados muestran que el esfuerzo de cedencia incrementa la resistencia al flujo y atenda maés
rapidamente los picos de presion, revelando el rol disipador de la reologia plastica. Este trabajo demuestra
la necesidad de esquemas FEM avanzados para modelar ondas de choque en fluidos no-Newtonianos, con
implicancias en el disefio y operacion de ductos industriales.
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1. INTRODUCCION

El fendmeno de golpe de ariete constituye un evento transitorio comun y critico en sistemas de transporte
hidraulico presurizado. Su origen suele estar asociado a maniobras stbitas dentro del sistema, como el
cierre o apertura rapida de vélvulas, fallas eléctricas en bombas o turbinas, o incluso rupturas de las tu-
berias [Jiang et al., 2024, Zhang et al., 2023, Wylie, 1978]. Estos eventos generan ondas de sobrepresion
que se propagan a alta velocidad a lo largo de la tuberia, en escalas temporales tan breves que limitan la
respuesta estructural del ducto. Como consecuencia, pueden generarse presiones extremas que amenazan
la integridad del sistema [Chaudhry, 2014].

El modelado hidréaulico del golpe de ariete ha sido ampliamente estudiado para el caso de fluidos New-
tonianos, en particular para el transporte de agua [Ghidaoui, 2004, Ghidaoui et al., 2005]. No obstante,
en fluidos complejos como los no-Newtonianos, la literatura disponible es escasa [Kodura et al., 2018,
Kodura et al., 2019, Kodura et al., 2022, Rocha et al., 2008, Thle, 2014]. Este tipo de fluidos se encuentra
con frecuencia en la industria minera, donde se transportan relaves o concentrados minerales en forma de
suspensiones solidas-liquidas de alta concentracion, que exhiben un comportamiento reolégico complejo
[Boger, 2013, Abdul-Wahab and Marikar, 2012, Younger, 2004, Cacciuttolo and Cano, 2022].

Estudios recientes han abordado efectos particulares como el adelgazamiento por cizalladura o la tixo-
tropia sobre la propagacion de ondas de choque [Wahba, 2013], sin considerar ain de forma global la
influencia de parametros fisicos y mecanicos sobre la dindmica transitoria de estos flujos. En este contex-
to, resulta de especial interés el modelo plastico de Bingham, aplicable para concentraciones volumétri-
cas cercanas al 30 % [Baha Abulnaga, 2021], situacion tipica en el transporte de relaves. Al aumentar la
concentracion, el flujo puede entrar en un régimen hiperconcentrado gobernado por leyes reolégicas no
lineales [O’brien and Julien, 1985, O’Brien and Julien, 1988, Julien and Lan, 1991].

Ademas, estos relaves mineros presentan viscosidades hasta 100 veces mayores que el agua, junto a un es-
fuerzo de cedencia que condiciona la movilidad inicial del fluido [Baha Abulnaga, 2021, Wasp et al., 1977].
Cuando la presion o inercia del flujo no logra superar dicho esfuerzo, no ocurre movimiento alguno. Este
hecho permite anticipar dindmicas transitorias muy distintas a las del golpe de ariete cldsico, afectando
la magnitud, velocidad y atenuacién de la onda de presion [Mitishita et al., 2018].

El estado del arte incluye enfoques numéricos de distinta complejidad, desde modelos unidimensionales

hasta herramientas de dindmica computacional de fluidos (CFD) con mallados adaptativos y acoplamien-

to fluido-estructura [Pham and Choi, 2021, Darbhamulla and Jaiman, 2024, Wang et al., 2017, Oliveira et al., 2015].
En paralelo, surgen aproximaciones hibridas que combinan modelos CFD en regiones locales con des-
cripciones globales 1D. Incluso se ha comenzado a explorar el uso de inteligencia artificial para predecir

eventos transitorios y sugerir estrategias de mitigacioén [Tawfik, 2023, Brunton and Kutz, 2019].

Entre las herramientas tradicionales, los modelos unidimensionales basados en el método de las carac-
teristicas (MOC) [Wylie, 1978, Oliveira et al., 2015] han sido ampliamente utilizados para el andlisis de
sobrepresiones en redes hidraulicas. Sin embargo, al incorporar efectos reologicos complejos, estos mo-
delos requieren hipétesis simplificadoras que limitan su aplicabilidad. Frente a ello, este trabajo propone
una formulacién numérica mediante el método de elementos finitos (FEM), que permite abordar el pro-
blema de forma mds general, flexible y extensible a regimenes no lineales.



2. MODELO MATEMATICO

2.1. Ecuaciones gobernantes

Las ecuaciones que describen el fendmeno de golpe de ariete en fluidos no-Newtonianos, como los de tipo
Bingham, pueden escribirse a partir de un modelo unidimensional de conservacion de masa y cantidad de
movimiento [Chaudhry, 2014, Oliveira et al., 2015]. En este trabajo se considera una tuberia horizontal
de didmetro constante, con paredes eldsticas, alimentada por un estanque superior, y con una valvula de
control en el extremo de salida.

@+pm02@:07

ot ox 71

P u2) 4 2 w0 o
Prm ot u@x ox =5

donde u(x,t) es la velocidad media del flujo, p(x,t) es la presion, p,, es la densidad de la mezcla, y ¢
es la celeridad de la onda de presion. El término S(u) representa la friccion del flujo con las paredes,
dependiente de la reologia del fluido.

2.2. Modelo de friccion para fluidos Bingham

El término de friccidn se modela mediante la féormula:

donde D es el didmetro de la tuberia, y f(Re, He) es el coeficiente de friccién de Fanning, que depende
del nimero de Reynolds (Re) y del nimero de Hedstrom (He). La relacion entre estos parametros pa-
ra un fluido Bingham se puede expresar como [Swamee and Aggarwal, 2011, Darby and Melson, 1981,
Darby et al., 1992]:
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cona = —1,47(1+ 0,146 exp(—2,9 - 10~°He)), siendo este un ajuste empirico ampliamente utilizado en

la literatura técnica [Baha Abulnaga, 2021].



2.3. Numeros adimensionales

Los nimeros de Reynolds y Hedstrom para estos flujos se definen como:
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donde 7 es la viscosidad plastica del fluido, y 7, es el esfuerzo de cedencia. Ambos parametros gobiernan
la transicion entre régimen laminar y turbulento, asi como el caracter pléstico del flujo.

2.4. Modelo para la velocidad de propagacion de la onda

La celeridad c de la onda de presion se estima a partir de una adaptacion de la ley de Korteweg, conside-
rando la mezcla s6lido-liquido como un fluido homogéneo con médulo de compresibilidad efectivo:
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donde K, es el mdédulo volumétrico de la mezcla, I es el mddulo de elasticidad de la pared, y e es el
espesor de la tuberia [Kodura et al., 2022].

2.5. Condiciones iniciales y de borde

Las condiciones iniciales corresponden a un flujo estacionario con presion decreciente linealmente a lo
largo del ducto:

X
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donde P, = p,,gH es la presion en el estanque, y U, es la velocidad media inicial definida mediante la
ley de Hagen—Poiseuille:
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En el extremo de entrada (x = 0) se impone la presion del estanque, mientras que en la salida (x = L) se
modela el cierre de vdlvula mediante una condicién de Dirichlet sobre w(t).
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3. METODOLOGIA NUMERICA

Para resolver las ecuaciones gobernantes del fendmeno de golpe de ariete en flujos tipo Bingham, se pro-
pone una formulacién variacional basada en el método de elementos finitos (FEM), utilizando funciones
de base lineales continuas (P;) y un esquema de diferencias finitas implicito en el tiempo.

3.1. Formulacion variacional

Sea Q0 = [0, L] el dominio unidimensional que representa la tuberia. Se buscan las funciones presion
p(x,t) y velocidad u(x,t) como elementos del espacio producto H = H'(Q) x L?(f2), donde:

HY(Q) = {v € L*(Q) : %

€ LQ(Q)} :

A partir de las ecuaciones (2.1), se construye una formulacién débil utilizando funciones de prueba
w € HY(Q)yq e L*(N). Luego, se discretiza en el tiempo mediante un esquema implicito de Euler
hacia atrds con paso At. Para cada paso de tiempo n + 1, se busca (u" 11, p"*1) tal que:

1 ou™ 1
— "Hodr + A — qgdr = — "qd 1
Atﬂp qx+2/aqw At/gpqx, (3.1)

)\ n n+1
KQt Qu”+1wdx+)\1/9u”aauxwdx+ Qagx wdx +—/ Huwdr = Qt/Qu”wdx. (3.2)

Donde \; y A\ son pardmetros adimensionales definidos como:

5 ~ 5 —
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cond = D/LyMa = Uy/c.

3.2. Discretizacion espacial y sistema lineal

Se discretiza el dominio {2 con una malla uniforme de /N nodos y se aproxima u y p mediante funciones
de base lineales:

N
u”“(m) _ Z u?“gbi(x), n+1 an-H (34)
i=1



donde ¢;(z) son las funciones de base del espacio P;. La formulacién anterior da lugar al siguiente
sistema matricial monolitico de tamafo 2N x 2N:

(1 + At - %)M + MAL- C(HN) At - B] {un+1‘| _ {/\QMUH‘| | 35)
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donde:

= ) es la matriz de masa con entradas M;; = fQ 0 dx,

. . do .
= [3 es la matriz de derivadas cruzadas con B;; = fQ @% dzx,

= C(u") es la matriz de conveccién no lineal con Cy; = [, u" %, dx.

Los términos no lineales se resuelven mediante un método iterativo de Picard, con tolerancia 10~ en
norma /2 para las variables acopladas.

3.3. Implementacion computacional

La implementacion se realiza con el software in-house MAD [Galarce Marin, 2021], construido sobre
la biblioteca PETSc [Balay et al., 2015] y disefiado para resolver ecuaciones diferenciales parciales me-
diante elementos finitos y esquemas de asimilacién de datos. Se utiliza el solucionador directo paralelo
MUMPS [Amestoy et al., 2000] para resolver el sistema lineal en cada paso de tiempo. La cuadratura de
los términos integrales se realiza mediante una regla de Gauss con tres puntos por elemento.

Se emplea una arquitectura multi-core con procesador AMD Epyc de 48 nticleos fisicos para acelerar la
simulacion. La estabilidad del esquema estd garantizada gracias a la presencia del término de almace-
namiento (1/At¢)M en la ecuacion de continuidad, evitando singularidades en el sistema acoplado. No
se requieren técnicas adicionales de estabilizacion debido al régimen esencialmente difusivo del proble-
ma, aunque podrian ser incorporadas en futuros desarrollos para abordar regimenes dominados por la
conveccion.

4. RESULTADOS

Esta seccion presenta los resultados obtenidos mediante la simulaciéon del modelo unidimensional con
elementos finitos. Se muestra un estudio de convergencia, una simulacion representativa para mezcla
cobre-agua, y un andlisis paramétrico respecto al nimero de Hedstrom y al tiempo de cierre de la vélvula.



4.1. Simulacion cobre-agua

En la Figura 1 se presenta la evolucion temporal del campo de velocidades y presiones para una mez-
cla cobre-agua. Se observa la propagacion de la sobrepresion inicial y el posterior reflejo en forma de
depresion.
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Figura 1: Instantaneas del campo de presion y velocidad para mezcla cobre-agua.

Se alcanza una presiéon méaxima de 13.86 MPa, dentro del limite de operacion del sistema, y en concor-
dancia con la teoria de Joukowski.

4.2. Influencia del esfuerzo de cedencia

La Figura 2 muestra la evolucion de la presion en la valvula para distintos nimeros de Hedstrom. Se
observa una atenuacion del sobrepico a medida que He aumenta.
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Figura 2: Presion en la valvula para distintos numeros de Hedstrom.

En la Figura 3 se grafica la presién maxima como funcién de He, mostrando una tendencia decreciente.
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Figura 3: Presién maxima alcanzada en funcién de He.

4.3. Efecto del tiempo de cierre de valvula

La Figura 4 muestra la presion en la valvula para distintos tiempos de cierre adimensionales 7. Cierres
mads lentos generan ondas de menor magnitud.
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Figura 4: Presion en la valvula para distintos tiempos de cierre.

La Figura 5 presenta un anélisis paramétrico del sobrepico de presion como funcién de He y 7.
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Figura 5: Presién médxima segin nimero de Hedstrom y tiempo de cierre. Como es esperable, se observa
que para x* = 1, la presiéon maxima no alcanza a ser atenuada a propodsito de la reologia del fluido.
Sin embargo, basta permitir el flujo hasta 2* = 0,5, para notar la disipacioén viscosa y, por lo tanto, la
atenuacion de la onda de choque.

S. CONCLUSIONES

Este trabajo presenté una formulacién de elementos finitos para la simulacién del fenémeno de golpe
de ariete en fluidos viscoplasticos tipo Bingham, considerando el cierre de valvulas en un conducto
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unidimensional. El modelo incorpora la no linealidad reolégica mediante una regularizacién continua,
permitiendo una implementacion eficiente y estable.

El andlisis numérico demostrd la convergencia del esquema propuesto en espacio y tiempo. La simulacién
de una mezcla cobre-agua revel6 que la reologia viscopléstica atentia de forma significativa los sobrepicos
de presion tipicos del golpe de ariete, lo que podria traducirse en menores exigencias estructurales para
los ductos.

El estudio paramétrico mostr6 que tanto el esfuerzo de cedencia (caracterizado por el nimero de Heds-
trom) como el tiempo de cierre de la vilvula influyen de manera decisiva en la presion méxima alcanzada.
En particular, cierres mds lentos y altos valores de He reducen los efectos transitorios, sugiriendo estra-
tegias operativas para mitigar riesgos hidraulicos en sistemas con suspensiones concentradas.

Estos resultados abren la puerta a futuras investigaciones en contextos tridimensionales y con geometrias
mas complejas, asi como a la incorporacién de mecanismos de control automatico basados en los parame-
tros reoldgicos del fluido transportado.
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