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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio de la incertidumbre en medios porosos heterogéneos
mediante un enfoque paramétrico aplicado a un modelo unidimensional de flujo en acuiferos
confinados. La metodologia aplicada combina la expansion de Karhunen—Loeve, utilizada para
representar la conductividad hidraulica como un campo aleatorio log-normal, con el uso de
polinomios de Hermite para aproximar la respuesta estocastica del nivel piezométrico. El objetivo
principal es establecer relaciones entre la carga hidraulica y los parametros estadisticos que
caracterizan la transmisividad, especialmente la longitud de correlacion y el coeficiente de
variacion. El enfoque propuesto basado en aproximaciones semi-analiticas permite analizar de
forma eficiente la influencia de la heterogeneidad en el comportamiento del sistema, incluso en
escenarios con altos niveles de variabilidad. Los resultados muestran la capacidad del método para
capturar efectos no triviales de la estructura espacial de la transmisividad, lo que lo convierte en
una herramienta versatil para el analisis hidrogeoldgico en condiciones de incertidumbre.
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1. INTRODUCCION

Desde 2010, la zona central de Chile enfrenta un periodo prolongado de déficit pluviométrico. Este
fendmeno ha implicado disminuciones anuales de precipitacion entre un 25% y un 45% respecto
de los promedios historicos (Garreaud et al., 2017). Esta situacion se ha intensificado debido al
cambio climatico, el cual ha incrementado la frecuencia e intensidad de las olas de calor (Piticar,
2018), modificado la distribucion espacial y temporal de las lluvias (Valdés-Pineda et al., 2016) y
reducido significativamente los caudales en cuencas como la del rio Maipo (McCarthy et al., 2022).

Las aguas subterraneas constituyen un recurso clave frente a la creciente escasez hidrica,
principalmente por la gran capacidad de almacenamiento que ofrecen los acuiferos (Gleeson et al.,
2016; UNESCO, 2022; Foster et al., 2013). Estas formaciones, integradas por sedimentos y rocas
permeables, pueden sostener una proporcion significativa del abastecimiento hidrico, tanto para el
consumo humano como para usos agricolas e industriales (Shamsudduha & Taylor, 2020; Loaiciga
& Doh, 2023; UN-Water, 2022).

En este escenario, el estudio del flujo subterrdneo en acuiferos confinados adquiere un papel central
en hidrogeologia, ya que permite modelar el comportamiento del recurso bajo diversas condiciones
de extraccion y recarga. La caracterizacion de acuiferos, y principalmente de la conductividad
hidraulica, se ve afectada por multiples fuentes de incertidumbre, derivadas principalmente de la
elevada heterogeneidad espacial de sus propiedades hidrodinamicas (Albarran Ordéas & Zosseder,
2024; Ackerer et al., 2023). La variabilidad litolégica genera cambios locales en propiedades como
porosidad, permeabilidad y fracturacion del subsuelo, lo que produce fluctuaciones significativas
en la conductividad hidraulica, complejas de caracterizar mediante mediciones puntuales, tales
como pruebas de bombeo aisladas o ensayos localizados de permeabilidad (Zhang & Lu, 2006;
Moreno-Goémez et al., 2025; Gelhar, 1986), junto con la incertidumbre asociada a la escala de
medicion y por lo tanto en las mediciones en los ensayos de laboratorio, son algunas de las
problematicas en esta direccion.

En virtud de lo anterior, la aplicacion de métodos computacionales se ha consolidado en las tltimas
décadas como una alternativa eficaz para el andlisis y la modelacion de acuiferos. Los avances en
esta direccion resultan de gran interés tanto para la industria como para la academia, ya que
permiten explorar diversos escenarios en problemas complejos propios de la hidrogeologia
moderna (Carrera & Neuman, 1986; Peeters & Middlemis, 2022).

Existen diversos y variados enfoques para incorporar la incertidumbre en la prediccion de niveles
piezométricos, dentro de los cuales es clasica y comunmente utilizado corresponde el método de
Monte Carlo (Dagan, 1981; Schiavo, 2024). Este tratamiento permite estimar estadisticos mediante
simulaciones repetidas de manera robusta y poco invasiva, pero de alto costo computacional, lo
cual limita su aplicacion en problemas de alta resolucion o gran complejidad (Townley & Wilson,
1985; Schiavo, 2024). Otro enfoque clasico corresponde al método de perturbaciones, el cual
proporciona una aproximacion analitica mas eficiente al considerar pequefias fluctuaciones



alrededor de un valor medio. No obstante, su validez se restringe a contextos con baja variabilidad
(Freeze & Cherry, 1979; Gotovac et al., 2009). En décadas recientes, los métodos que representan
la transmisividad mediante expansiones del tipo Karhunen—Loéve (KL) se han consolidado como
una herramienta eficaz para el tratamiento de variables aleatorias en modelos matematicos, al
transformar la formulacion estocdstica en un problema determinista equivalente mediante
expansiones en bases ortogonales (Ghanem & Spanos, 1991; Stefanou, 2009). Estos enfoques han
demostrado ser precisos y computacionalmente eficientes, especialmente cuando se combinan con
técnicas de reduccion de modelos o esquemas de colocacion estocastica (Babuska et al., 2004;
Shalimova et al., 2017). No obstante, ain presentan limitaciones al aplicarse a campos con
heterogeneidades marcadas, distribuciones log-normales y correlaciones espaciales complejas
(Renard & de Marsily, 1997; Le Maitre & Knio, 2010).

El objetivo central de este trabajo es obtener relaciones que permitan describir explicitamente como
la cota piezométrica depende de los pardmetros caracteristicos utilizados para describir la
incertidumbre, en particular la longitud de correlacion y su relacion con la escala espacial del
dominio del campo de transmisividad. La representacion adecuada de la transmisividad resulta
clave para comprender y predecir el comportamiento, especialmente en contextos donde la
heterogeneidad del medio subterraneo desempefia un rol significativo. La problematica se aborda
mediante una estrategia que combina dos herramientas principales: por un lado, la expansion de
Karhunen—Lo¢ve, que permite representar el campo de transmisividad hidraulica como un campo
aleatorio log-normal con estructura de correlacion de decaimiento exponencial; por otro lado, los
polinomios probabilisticos de Hermite, empleados para modelar la incertidumbre asociada al nivel
piezométrico. Para ello, se adopta un modelo unidimensional que facilita el analisis detallado de
estas dependencias paramétricas en las expresiones de la carga hidraulica y del flujo subterraneo.

2. PRESENTACION DEL PROBLEMA Y FORMULACION DEL MODELO

2.1. ECUACION DE GOBIERNO PARA ACUIFEROS CONFINADOS

Sea L la longitud caracteristica del acuifero, y considérese el intervalo espacial [0, L], donde x
representa la posicion a lo largo del acuifero. Bajo los supuestos de flujo de Darcy, la ecuacion que
gobierna la distribucion del nivel piezométrico H(x) en un acuifero confinado, en estado
estacionario, esta dada por:

d dH
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donde Q(x, 8) es un término de fuente o sumidero [m3/s]y T(x, 8) denota la transmisividad del
medio [m?/s], representada por la siguiente expresion:

z2

T(x,0) = f K(x,z,0)dz (2)
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La variabilidad del medio heterogéneo se modela como una incertidumbre estructurada,
representada por la dependencia respecto al parametro 8, que corresponde a una realizacion
especifica dentro del espacio de eventos aleatorios.

Para formular completamente un problema, es esencial especificar las condiciones de contorno. En
este estudio, se asume que a partir de mediciones se cuenta con los valores de las cotas
piezométricas en los limites del dominio x = 0y x = L.

2.2. TRATAMIENTO ESPECTRAL PARA LA REPRESENTACION DE LA
TRANSMISIVIDAD HIDRAULICA

2.2.1. DESCRIPCION ESPACIAL DE LA HETEROGENEIDAD

La heterogeneidad del medio poroso puede describirse mediante modelos de correlacion espacial,
que permiten entender como se relacionan las propiedades hidrogeoldgicas a distintas distancias
dentro del dominio. Para cuantificar, se utilizan funciones de covarianza C(x, y), cuyo decaimiento
con la distancia se ajusta con datos de campo. Entre los modelos mas utilizados, el de decaimiento
exponencial destaca por su capacidad para reproducir la variabilidad espacial observada en la
transmisividad (Sanchez-Vila et al., 2006). Este modelo se expresa como sigue:

—lx=yll
C(x,y) = ole L 3)

siendo [, es el largo de correlacion entre los valores. En el contexto de representaciones espectrales
(analisis de Fourier), se utilizan los valores y funciones propias /A, y ¢, (x) del operador integral
de covarianza:

L Ct ) Pa(¥) dy = A ) @)

En la proxima seccion se utilizan estos elementos en el proceso de representacion de T'(x, 6).
2.2.2. EXPANSION DE KARHUNEN - LOEVE

La expansion de Karhunen-Loeve (KL) utiliza la informacién de la estructura espacial para
capturar las principales caracteristicas de la variabilidad observada (Ghanem y Spanos, 1991;
Zhang y Lu, 2004; Rubin, 2003). Esta representacion se aplica sobre campos Gaussianos.
Vinculamos este enfoque bajo el contexto que el logaritmo del campo T(x, ) es un campo normal,
lo que garantiza su positividad y produce una distribucion lognormal para la transmisividad. Para
T(x,0) = exp (G(x, 9)), la descripcion se induce desde:

HE0) = k() + ) by (50(6) 5)
n=1

donde pu(x) representa la media del campo, &,(6) ~ N(0,1) denotan los ruidos blancos utilizados
en la descripcion. De este modo se tiene la siguiente representacion paramétrica:



T(x,§) = exp ( @+ ) JTn¢n(x)fn) (6)
n=1

Remarcar que en (6) se obtiene ademas una representacion paramétrica & para el tratamiento de la
incidencia de la incertidumbre, antes tratada desde las realizaciones 6 en la ecuacion 1. Este punto
es fundamental para el enfoque adoptado en este trabajo, donde las descripciones de la carga
hidraulica se desarrollan sobre un modelo determinista equivalente, pero de dimension que
involucra la variable espacial y el parametro estocastico . Este punto es abordado en la proxima
seccion.

2.3. TRATAMIENTO ESPECTRAL PARA LA REPRESENTACION DE LA COTA
PIEZOMETRICA

Para caracterizar esta dependencia y capturar como la incertidumbre en la transmisividad afecta la
cota piezométrica, se recurre a la expansion en polinomios del caos, utilizando polinomios
ortogonales de Hermite. Esta eleccion es especialmente adecuada, ya que los polinomios de
Hermite son ortogonales respecto a la funcidén peso gaussiana (Ghanem & Spanos, 1991). Asi, la
cota piezométrica h(x, &) se representa mediante la siguiente expansion:
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La expresion mostrada representa la cota piezométrica h(x,§) como una combinacion de
funciones de forma espaciales ¢;(x), provenientes de la discretizacion mediante elementos finitos,
cuyos coeficientes h;(§) incorporan la incertidumbre de la transmisividad. Esta incertidumbre se
describe expandiendo h;(¢) en términos de polinomios del caos ¥,(¢), de modo que los
coeficientes h; , capturan la dependencia conjunta espacial y estocastica de la cota piezométrica.

Mencionamos que la presentacion en (7) se ha entregado en términos de la solucion que se obtiene
de la aplicacion de la metodologia que se presenta en la siguiente seccion. En esta direccion,
mencionamos que N denota el nimero de nodos, y por lo tanto N + 1 es el nimero de elementos,
mientras que P representa el nimero de funciones en la base escogida para las representaciones de
la dependencia paramétrica. Este valor se expresa por P = (M + p)!/(M!p!) siendo "M" el
nimero de parametros (ruidos blancos) y "p" el grado maximo de los polinomios considerados.

3. METODOLOGIA

3.1. APROXIMACION DE GALERKIN MIXTA: SEMI-ANALYTICAL STOCHASTIC
METHOD (SASM)

A partir de la ecuacion diferencial que gobierna el flujo en acuiferos confinados, se busca obtener
una solucidn que permita analizar el efecto de la incertidumbre de los parametros hidrogeologicos



sobre la cota piezométrica. Para esto se recurre a la formulacion débil del problema, que se presenta
a continuacion:

fT(x 9)%@6196—]17()6) (x,0) dx (8)
p O dxdx ) 1%

En esta formulacion se han homogeneizado las condiciones de borde, a través de una sustitucion,
para facilitar el tratamiento numérico. Para la resolucion numérica, se emplea un enfoque Galerkin
mixto, en el cual el dominio se subdivide en elementos y las ecuaciones de los coeficientes se
obtienen mediante proyecciones sobre las funciones de forma locales. En el caso unidimensional,
se emplean funciones lineales por tramos, que garantizan continuidad entre los elementos y
permiten construir una base adecuada para la aproximacion. Al reemplazar estas en la Ec. (8), se
obtiene la siguiente expresion:
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Con /A,¢r(x) = Pr(x). Mediante el método de Galerkin-Mixto se puede transformar esta
expresion en un sistema lineal, proyectando la ecuacion sobre el espacio de los polinomios del caos
y sobre el espacio generado por las funciones de forma.

3.2. FORMULACION DEL SISTEMA LINEAL

A través del procedimiento de proyeccion indicado anteriormente, se deduce el sistema de
ecuaciones lineales para los coeficientes espectrales en la ecuacion 7, el cual se define de la
siguiente manera:

Kh=F (10)

Se resuelve la dependencia en & presente en la Ec (9) de manera exacta considerando:

Dr(X)Ex — _mk! g e T O 2 L)Vk(x))
Eg[e? %(E)%(E)]—( m) (Fe)™ ™ L (- (Few) e 2 (11)
De manera analoga, para el término de fuente, se tiene:
1M (+— 2
. H, — H L eEZk:1(¢k(x)) ~ B1 ~ Bu
Pr(x)&x =_ [ 0
Ea[eP 0, (0] = - (2 1=2) | o W) (Fuw) (12)

A través de (11) y (12), se obtiene la dependencia espacial explicita y, por lo tanto, el sistema (10)
es analizado con las herramientas clasicas de Elementos Finitos. La integral sobre el dominio



espacial se aproxima mediante el método de cuadratura de Gauss-Legendre. Una vez obtenidas la
matriz K y el vector F, se resuelve el sistema de ecuaciones resultante para determinar los
coeficientes h;,. Estos coeficientes permiten reconstruir la soluciéon aproximada para la cota
piezométrica en todo el dominio, asi como calcular los momentos estadisticos de interés, como la
media y la varianza.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Con el objetivo de distinguir relaciones entre la transmisividad y la carga hidraulica, como también
la dependencia de los parametros en las descripciones, se utiliza el ejemplo presentado por Li y
Zhang (2007). En dicho estudio, los autores examinan un flujo en medios porosos considerando un
dominio espacial de longitud 10[m], con condiciones de borde especificadas en 7 [m] al inicio del
dominio (x = 0) y 5 [m] al final (x = 10). Las simulaciones mediante Montecarlo se obtienen
considerando Ny, = 10000 realizaciones.

4.1. ESTUDIO PRELIMINAR SOBRE LA TRANSMISIVIDAD

Para cuantificar el grado de representatividad alcanzado por la expansion de Karhunen-Loéve, es
fundamental analizar cudntos términos es necesario considerar en la ecuacion 7 para representar de
manera adecuada el campo aleatorio. Para ello, se comienza con la representacion de la varianza
total Do segun:

Doi = Z A (13)

Utilizamos esta relacion para la seleccion del nimero de términos en la expansion, y por lo tanto
la cantidad de pardmetros ¢ (dimension paramétrica).

Especificamente, se estudia como la razon entre el largo de correlacion y la extension del dominio
determina la cantidad de términos necesarios a utilizar para capturar las estructuras espaciales de
correlacion presentes en el campo de transmisividad (ecuacion 7). A continuacion, se presenta una
figura que permite observar el decaimiento de los valores propios normalizados, en funcién de la
relacion entre el largo de correlacion y el largo del dominio (L = 10).
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Figura 1: Decaimiento de los valores propios normalizados A,,/c# para distintas razones de correlacion I./L con A,, = 21,02 /1?w? + 1.

En la figura 1 se presenta el decaimiento de los valores propios normalizados (4,/0Z). Razones
l./L mas pequenas corresponden a campos con menor correlacion espacial, donde los valores de
transmisividad pueden variar rapidamente a lo largo del dominio; en este caso, se observa que el
decaimiento de los valores propios es mas lento, indicando que se requiere una mayor cantidad de
términos en la ecuacion 6 para capturar adecuadamente la incidencia de la incertidumbre del
sistema (ecuacion 1).

Por el contrario, cuando [./L se aproxima a uno, se traduce en un decaimiento mucho mas rapido
de los valores propios, evidenciando que solo los primeros términos de la expansion aportan
significativamente a la representacion de la varianza. En consecuencia, en dominios altamente
correlacionados, basta con emplear un numero reducido de términos estocasticos para reconstruir
la mayor parte de la variabilidad del campo.

4.2. ESTUDIO SOBRE LA COTA PIEZOMETRICA.

Para evaluar la respuesta de la cota piezométrica, se ejecutan multiples pruebas variando la
combinacion del grado méximo del polinomio del caos utilizado (p) y la dimension del espacio
paramétrico (M) que se emplea en la aproximacion de la transmisividad a través de la expansion
KL. Las comparaciones se realizan con los resultados obtenidos mediante simulacion de Monte
Carlo.

Se comienza con el estudio de la incidencia del grado p para el caso [./L = 0.4. En la Figura (2)
se muestran las graficas de las varianzas obtenidas considerando M = 2,3,4.
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Figura 2: Comparacion de la varianza de h obtenida para distintos ntimeros de variables aleatorias (M = 2,3,4) y grado maximo del polinomio: (a)
p = 2, (b) p = 5. Se incluye como referencia la solucién de Monte Carlo (MC) Ny, = 10000 simulaciones.

Utilizando los resultados obtenidos por simulacion MC, a partir de las graficas en la Figura (2) se
aprecia una dependencia de las aproximaciones con respecto al valor p. Comparativamente, las
diferencias se reducen a medida que aumenta el orden del polinomio "p" para la representacion de



la cota piezométrica. Por otra parte, para p = 5 los resultados obtenidos para M = 3,4 no presentan
diferencias significativas. Con respecto al andlisis anterior, en la tabla 1 se muestra el porcentaje
de la varianza espacial del campo de transmisividad recuperada en funcion del nimero de
componentes aleatorios empleados. Se aprecia que el incremento de M desde 2 hasta 4 produce
una mejora significativa en la varianza representada del campo de transmisividad, pasando del 72%
al 86%. Por lo tanto, los resultados de la figura 2 indican una mejora en la estimacion de la varianza
de la cota piezométrica, producto de una mejor representacion del campo de transmisividad.

Tabla 1: Porcentaje de la varianza recuperada para distintos valores de M y razén de correlacion I./L = 0.4.

M 2 3 4
% o 72 81 86

El segundo andlisis tiene por objetivo estudiar la incidencia de la razon [./L. Se consideran los
casos l./L =0.2 y l./L = 0.8. Los resultados se presentan en la Ilustracion 3 donde fueron
considerados M = 2,34y p = 3.
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Figura 3: Comparacion de la varianza de h para diferentes razones de correlacion espacial: (a) I./L = 0.2, (b) [./L = 0.8 considerando distintos
numeros de variables aleatorias (M = 2,3,4) y p = 3. Se incluye como referencia la solucion de Monte Carlo (MC) con Ny, = 10000
simulaciones.

Junto con estas graficas, la tabla 2 resume el porcentaje de la varianza total que es posible
reconstruir en cada caso a medida que se incrementa el nimero de parametros aleatorios
considerados.

Tabla 2 Porcentaje de la varianza recuperada para distintos valores de M y razones de correlacion [, /L = 0.2y l./L = 0.8.

M 2 3 4
% opconl./L=0.2 54 66 74
% gZconl./L =0.8 85 90 93




Los resultados muestran que a medida que aumenta la relacion entre el largo de correlacion y el
largo del dominio (l./L), la incidencia de la incertidumbre del sistema puede representarse de
manera precisa utilizando un menor nimero de términos en la expansion. Por ejemplo, para [, /L =
0.8, incluso con solo M = 2 términos se capturan el 85% de la varianza, y con M = 4 se alcanza
el 93%. En contraste, para dominios con baja correlacion espacial (I./L = 0.2), la tasa de
recuperacion de la varianza es considerablemente menor con el mismo niimero de parametros
aleatorios. A partir de estos resultados, se concluye que en medios menos correlacionados es
necesario emplear un espacio paramétrico de dimension mayor para lograr una representacion
apropiada de la incertidumbre espacial del campo de transmisividad.

5. CONCLUSIONES

El enfoque empleado en este trabajo permite modelar la incertidumbre de manera controlada y
eficiente. El procedimiento se desarrolla mediante ajustes de los parametros M y p en funcion de
la correlacion observada en el sistema [./L. La metodologia desarrollada presenta un buen
desempefio en la aproximacion de la varianza de la cota piezométrica y resultd suficientemente
adecuada en los problemas con altos coeficientes de correlacion hidraulica, donde métodos
tradicionales como las técnicas de perturbaciones o de Monte Carlo tienden a ser menos efectivos.

A partir de los experimentos numéricos realizados, se observa que el largo de correlacion es un
parametro crucial en la determinacién del nimero de términos adecuados para representar la
incidencia de la incertidumbre en el campo aleatorio de transmisividad. Esto implica que, en
dominios altamente correlacionados, el modelo permite reducir la dimensionalidad estocéstica sin
sacrificar precision, optimizando asi los recursos computacionales. Por el contrario, para relaciones
l./L mas pequenas, es decir, cuando el campo presenta menor correlacion espacial, se requiere un
mayor numero de parametros aleatorios para alcanzar una buena aproximacion de la varianza y
capturar la variabilidad del campo estocastico.
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