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EDITORIAL

Damos la bienvenida a la ingeniera Pamela Mufioz, quien se ha incorporado como Directora
de laSOCHID en reemplazo del ingeniero Cristian Escauriaza, por haber cumplido el periodo
por el que fue elegido.

Se acerca el XXVI Congreso Chileno de Ingenieria Hidraulica, a desarrollarse los dias
18, 19 y 20 de octubre en Valdivia, organizado por primera vez por la Universidad Austral
y en formato presencial. La convocatoria ha sido todo un éxito y se han recibido méas de
90 articulos, los que estan siendo revisados por el Comité Cientifico del Congreso.

En este segundo nimero de la Revista para el afio 2023, ademas de una Columna de Opinién
que se refiere a la sostenibilidad de la industria de extraccion de aridos, tenemos un articulo
relativo a la estructura autosimilar de la cobertura nival en los Andes extratropicales. Un
segundo articulo presenta un modelo analitico de flujos granulares densos, aplicado a tres
casos muy distintos y cuyos resultados se comparan con datos experimentales.

Como ya es costumbre, la Revista y termina con la seccion Hidro-Grafia y extendiendo una
cordial invitacién a todos quienes estan interesados en las distintas areas de la ingenieria
hidraulica para que colaboren con articulos y opiniones. Por ultimo, agradeceremos la
difusion de la Revista, cuyos numeros anteriores pueden descargarse del sitio web
de la SOCHID, www.sochid.cl/publicaciones-sochid/revista-sochid/

Aldo Tamburrino Tavantzis
Editor


http://www.sochid.cl/publicaciones-sochid/revista-sochid/
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COLUMNA DE OPINION

EXTRACCION DE ARIDOS Y SOSTENIBILIDAD

La extraccion de aridos es una actividad esencial para el desarrollo del pais pues provee el
principal insumo para la construccién de infraestructura. A su vez, el sector de la
construccidn es un motor fundamental para la reactivacion economica, prioritaria para el pais
después de la crisis sanitaria y social vivida en los ultimos afios, ademas de los efectos del
cambio climatico a través de incendios y posteriores crecidas de gran intensidad que este afio
2023 impactaron fuertemente la infraestructura critica de Chile. Los esfuerzos y recursos
impulsados desde el Estado para fortalecer este sector debiesen ser acompafiados de una
estrategia que permita avanzar hacia un desarrollo sostenible de la infraestructura que
incorpore de manera conjunta la dimension ambiental, econdmica, social e institucional.

Esto nos desafia a tener una mirada ambiciosa y de futuro respecto a la extraccion de aridos,
haciéndonos cargo del destino de los residuos generados por la industria de la construccion
y que corresponden a 6,8 MM de toneladas al afio, de las cuales un 70% son aridos
(Fundacion Chile, 2020). A su vez, la no reutilizacion de este material implica un gasto para
las constructoras de mas de 50 mil millones de pesos al afio (s6lo en aridos que son
desperdiciados como residuos) y un incentivo a su extraccion ilegal para suplir la demanda
no cubierta por las plantas formales, las que tienen capacidad para proveer 4 millones de
metros cubicos por afio mientras que la demanda es de 11 millones al afio (Construye 2025,
2019).

Respecto de la fuente del recurso, la extraccion de aridos desde los cauces de los rios afecta
su equilibrio sedimentoldgico. El rio tiende a reequilibrar su pendiente depositando material
nuevo en la seccion intervenida, generandose un desbalance respecto del material
transportado. Este efecto puede ser mas o menos generalizado, impactando fuertemente en
ecosistemas, amenazando la biodiversidad e incluso a la infraestructura relacionada con el
cauce, como cepas de puentes o bocatomas, junto con una disminucion del aporte de
sedimentos a la zona costera. Por otro lado, la produccion de sedimentos esta lejos de ser
regular e infinita como se insinuaba hace no tantos afios: depende de las precipitaciones y
particularmente de los eventos extremos, en los que ademas se han evidenciado efectos
derivados del cambio climatico, en la cantidad, intensidad y frecuencia de la precipitacion.

La sostenibilidad en la industria de los aridos requiere de una mirada estratégica. La
extraccion de aridos debe formar parte de la planificacion territorial, de manera de considerar
potenciales conflictos con otras actividades, definicion de usos de las tierras, y, a raiz de lo
mismo, el poder recomendar aquellas areas aptas para la extraccion y disuadir el uso de otras.
A su vez, se podria definir zonas de extraccion que consideren la distancia hacia futuras zonas
de desarrollo inmobiliario. El agua, el polvo, los ruidos y las emisiones relacionadas con el
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transporte deben minimizarse si se tiene la intencidén de que una cantera logre una huella
ambiental pequefia, considerando ademas su correcto cierre una vez que ha cumplido su vida
atil.

La propia dindmica de los rios determina que los planes territoriales deben estar relacionados
con las cuencas hidrogréficas, y las entidades que definan los contenidos de dichos planes
naturalmente deben estar constituidas intersectorialmente e idealmente ser lideradas por los
Gobiernos Regionales, incluyendo por cierto a los futuros consejos de cuenca u organismos
locales equivalentes. La fiscalizacién correspondiente también debiese responder a esta
gobernanza, junto con otros instrumentos como, por ejemplo, una certificacion de origen que
apoye el control de la extraccion.

Actualmente se esta tramitando una nueva ley de aridos, pero lamentablemente esta no ha
incorporado en ninguna parte la planificacion del territorio ni una gestion acorde a esa l6gica,
manteniendo la concepcién fragmentada, absolutamente sectorial y centralizada que ha
prevalecido histéricamente en este campo. Pese a ello, la elaboracién de los planes sectoriales
y regionales de adaptacion y mitigacion del cambio climéatico mandatados en la Ley Marco
de Cambio Climaético, representa una oportunidad importante de incorporar esta actividad en
la planificacion territorial, entendiendo que la adaptacién no pasa sélo por la incorporacion
del concepto de economia circular respecto de los residuos de la construccién, sino que es
fundamental, ademas, considerar el lugar desde donde se extraen los aridos, ya que las
dindmicas de cada rio son unicas y también sus afectaciones; por lo mismo, es necesario
estudiarlas integralmente. Por el contrario, la definicién de lugares de extraccion a partir de
descripciones generales en que se indiquen determinados periodos de retorno o algunas
centenas de metros de resguardo a las intervenciones y estudios fluviales acotados, resultan
ser muy insuficientes considerando el actual nivel de conocimiento, profesionales y
herramientas tecnoldgicas de las que dispone nuestro pais.

Por otra parte, esta planificacion debe ir de la mano de politicas publicas que dinamicen el
sector, fomentando la economia circular en los &ridos e incentivando el uso de tecnologias
ya existentes y que poseen mercados ampliamente desarrollados en Europa producto del
impulso importante que generaron las politicas que emergieron de la mano de la Directiva
Marco del Agua de la UE del afio 2002.

El desafio es grande y queda un largo camino por recorrer en este tema, pero si no
comenzamos de manera decidida ahora, el costo de la inaccidn serd muy significativo.

SCARLETT VASQUEZ PAULUS
scarlett.vasquez@confluencias.cl
Ingeniera Civil Hidraulica, U. de Chile
Socia CONFLUENCIAS
www.confluencias.cl
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DISTRIBUCION FRACTAL DE LA NIEVE EN LOS ANDES
EXTRATROPICALES

PABLO A. MENDOZA!, THOMAS SHAW?, JAMES MCPHEE?, SHELLEY
MACDONELL?

!Departamento de Ingenieria Civil, Universidad de Chile
Advanced Mining Technology Center (AMTC), Universidad de Chile
pamendoz@uchile.cl
ORCID: 0000-0002-0263-9698
2Advanced Mining Technology Center (AMTC), Universidad de Chile
Ahora en Swiss Federal Institute, WSL, Birmensdorf, Switzerland
thomas.shaw@wsl.ch
ORCID: 0000-0001-7640-6152
3Departamento de Ingenieria Civil, Universidad de Chile
Advanced Mining Technology Center (AMTC), Universidad de Chile
jmcphee@uchile.cl
ORCID: 0000-0002-7547-0926
“Centro de Estudios Avanzados en Zonas Aridas (CEAZA)
shelley.macdonell@ceaza.cl

RESUMEN

En este trabajo, se presenta una caracterizacion de la distribucion espacial de la profundidad
de nieve, a la escala de ladera, en base a mediciones lidar (Light Detection and Ranging) de
alta resolucion adquiridas en tres cuencas de montafia: (i) Tascadero (-31.26°N, 3270-3790
m), (ii) Las Bayas (-33.31°N, 3218-4022 m); y (iii) Valle Hermoso (VH) (-36.91°N, 1449-
2563 m). Para este ultimo sitio, se cuenta con dos areas escaneadas, una de las cuales tiene
arbustos (VH oeste), mientras que la otra carece de cobertura vegetal (VH este). Las cuatro
areas escaneadas son analizadas en cuanto a la distribucion altitudinal, su distribucion
probabilistica y el grado de escalamiento espacial. Los resultados indican que — salvo en la
zona de VH oeste — no existe un gradiente altitudinal claro, y que la distribucion Gamma es
la que mejor se ajusta a valores positivos de profundidad de nieve. Ademas, el analisis de
variograma indica que la profundidad del manto en los Andes extratropicales presenta un
comportamiento autosimilar (i.e., fractal) en mas de un rango de distancias, y que las
magnitudes halladas para los quiebres de escala son comparables a otros sitios del mundo
(e.g., Colorado Rockies, los Alpes Suizos o los Pirineos en Espafia). Los resultados
presentados acé tienen implicancias practicas para la configuracion espacial de modelos
hidrologicos, tanto de macro-escala como de resolucion fina.

Palabras claves: profundidad de nieve, fractal, escalamiento espacial, Andes extratropicales.
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1. INTRODUCCION

En regiones montafiosas del mundo, el agua acumulada en forma de nieve es de vital
importancia para el desarrollo de la sociedad humana (Daniel Viviroli et al., 2007, D. Viviroli
et al., 2011). En dichos dominios, la nieve es una componente fundamental del ciclo
hidrologico, cuya presencia afecta directamente el balance de agua y energia (Marks y
Dozier, 1992; Andreadis et al., 2009). Ademas, cualquier variacion en la distribucion espacial
del manto nival es determinante para la generacion de escorrentia por efecto del derretimiento
(Freudiger et al., 2017). Es por ello que numerosos investigadores han puesto sus esfuerzos
en comprender la estructura espacial de la profundidad de nieve o de su equivalente en agua
(EAN) (e.g., Shook y Gray, 1996; Kuchment y Gelfan, 2001; Arnold y Rees, 2003; Deems
et al., 2006; Trujillo et al., 2007; Lehning et al., 2011; Helfricht et al., 2014; Clemenzi et al.,
2018), asi como de los factores climéticos, meteoroldgicos y/o fisicos que la moldean (e.g.,
Clark et al., 2011, Scipidn et al., 2013, Revuelto et al., 2014, Gerber et al., 2018, Rebecca
Mott et al., 2018). Estudios de esta naturaleza cobran mas relevancia que nunca en la
actualidad, dada la robusta evidencia de una intensificacion del ciclo del agua a nivel global
(Huntington, 2006), asi como de sus posibles efectos sobre la cridsfera (e.g., Barnett et al.,
2005, Mankin et al., 2015).

Por supuesto, Chile no ha quedado fuera de iniciativas de esta naturaleza. Debido a su
emplazamiento geogréfico, la Cordillera de los Andes constituye nuestro principal embalse
natural, donde el agua acumulada en el manto nival durante los meses de invierno
(principalmente entre los meses de mayo y septiembre) es crucial para gran parte de nuestros
rios y embalses, haciendo posible el desarrollo de actividades socioecondmicas (Mendoza et
al., 2014) y la existencia de diversos ecosistemas (Cornwell et al., 2016). A pesar de que el
estudio la nieve en Chile ha sido histéricamente dificil por la escasez de observaciones en
alta montafia (Cornwell et al., 2016), muchos autores han contribuido a una mejor
comprension de la distribucion espacio-temporal de la profundidad de nieve o del EAN. El
trabajo de Escobar y Anabaldn (1991) — realizado para la Direccidn General de Aguas (DGA)
— es quizas el primer esfuerzo a nivel nacional, en el cual se compilaron estadigrafos de las
rutas de nieve, documentando ademas relaciones entre EAN, precipitacion y volimenes de
deshielo. Estudios posteriores han examinado patrones espaciales de EAN o profundidad de
nieve a lo largo de los Andes, utilizando mediciones in situ (Ayala et al., 2014) y/o modelos
numéricos (e.g., Gascoin et al., 2013; Cornwell et al., 2016; Cortés et al., 2016; Cortés y
Margulis, 2017; Mernild et al., 2017; Shaw et al., 2020) que, en resumen, dan cuenta de la
dependencia de los montos de nieve acumulados con variables topograficas (e.g., elevacion,
orientacion), y factores meteorologicos (e.g., radiacion, viento), ademas de la variabilidad
interanual y estacional.

A pesar de todo el conocimiento generado durante las Ultimas tres décadas, es poco lo que se
conoce sobre la distribucion espacial de la nieve en los Andes a escalas de ladera (i.e., 1-100
m, como indican Clark et al., 2011) o inferior, siendo Ayala et al. (2014) los Unicos que
habian incluido, hasta hace poco, mediciones con espaciamientos en ese rango (> 60 m).
Recientemente, Shaw et al. (2020) presentaron por primera vez mediciones de profundidad
de nieve a alta resolucion (1-m) con tecnologia lidar (Light Detection and Ranging) en un
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sub-dominio de 0,74 km? ubicado dentro de la cuenca del rio Yeso. Si bien se documentd la
relacion de esta variable con la elevacién, pendiente y dngulo de orientacion, el objetivo
principal fue la validacion de productos satelitales Pléiades a una resolucion horizontal de 4
m.

A pesar de su reciente aparicion y limitado uso para estudiar la criésfera en Chile, la
tecnologia lidar ha sido ampliamente utilizada para estudiar la nieve y los glaciares en el
mundo durante las Gltimas dos décadas debido a la innegable ventaja de entregar millones de
mediciones en un intervalo de tiempo bastante acotado (Deems et al., 2013, Currier et al.,
2019). Entre las numerosas investigaciones que la literatura reporta, destacan aquellas
iniciativas orientadas a (1) explorar su modelamiento estadistico (e.g., Lopez-Moreno et al.,
2015), y (2) detectar patrones de escalamiento (e.g., Fassnacht y Deems, 2006), con el fin
ultimo de guiar la configuracion espacial de modelos numéricos para la simulacion de la
acumulacién y el derretimiento nival. Dentro del primer grupo, destacan las contribuciones
de Helbig et al. (2015) y Skaugen y Melvold (2019), quienes compararon la bondad de ajuste
de las distribuciones normal, lognormal y gamma para la distribucion de la profundidad de
nieve, reportando la inferioridad de la distribucién lognormal con respecto a la funcion
gamma. Esta conclusion alerta sobre los riesgos de tomar decisiones subjetivas (e.g., Cortés
et al., 2016) para representar implicitamente la variabilidad espacial dentro de cada unidad
de modelacion (e.g., celda rectangular, banda de elevacion).

Dentro del segundo grupo de estudios — escalamiento espacial- se ha generado suficiente
evidencia sobre el comportamiento fractal (i.e., autosimilar) de la profundidad de nieve,
dentro de un rango que va desde uno a decenas de metros (e.g., Deems et al., 2006, Trujillo
etal., 2007, 2009, R. Mott et al., 2011), y que ademas puede persistir de un afio a otro (Deems
et al., 2008; Schirmer y Lehning, 2011; Helfricht et al., 2014; Clemenzi et al., 2018;
Mendoza et al., 2020). El término ‘fractal’ (acufiado por B. Mandelbrot, 1977) es tipicamente
reservado para describir objetos cuyas componentes preservan tanto la forma como las
propiedades del conjunto, y cuya geometria es tan compleja que no puede ser descrita sélo a
través de dimensiones Euclideanas (i.e., D = 1,2,3). La Hidrologia es una de las primeras
ramas de las ciencias de la Tierra en que se aplico la nocion de fractal, comenzando con los
estudios de caudal en el rio Nilo (Hurst, 1951), y siguiendo con aplicaciones en Hidrologia
operacional (Mandelbrot y Wallis, 1968, 1969). En el area de Hidrologia de Nieve, el
concepto de dimension fractal (B. Mandelbrot, 1977, 1982) ha sido til para cuantificar el
grado de complejidad o ‘rugosidad’ de la superficie del manto nival en distintos rangos de
escalas espaciales. En términos practicos, la deteccion de un comportamiento fractal para
dicho rango indica que el conjunto de procesos fisicos que define el ordenamiento espacial
del manto nival se preservay, por lo tanto, cualquier escala de modelo dentro de ese rango
de distancias puede ser utilizado para simular dichos procesos (Trujillo et al., 2007). Hasta
la fecha, se han reportado casos de dominios en que la profundidad de nieve muestra
autocorrelacion espacial hasta cierto quiebre de escala, seguido de comportamiento aleatorio
o0 indefinido (e.g., Shook y Gray, 1996; Mendoza et al., 2020) o de patron autosimilar, con
un valor de dimension fractal mayor (e.g., Deems et al., 2008; Schirmer y Lehning, 2011;
Clemenzi et al., 2018).
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Este articulo presenta los primeros analisis mediciones de profundidad de nieve con datos
lidar en los Andes extratropicales, con énfasis en la distribucion altitudinal, modelamiento
estadistico y posible comportamiento fractal. Los resultados presentados aqui ponen en
relieve la importancia del estudio detallado y de la comprension de los fendmenos que
determinan el comportamiento hidroldgico revelado a partir de datos de terreno.

2. ZONA DE ESTUDIO Y DATOS

En este articulo, se analizan mediciones lidar tomadas en cuatro subdominios ubicados en la
cabecera de tres cuencas experimentales de Chile Central (Figura 1): (i) Tascadero (-
31,26°N; -70,53°E), en cuenca del rio Limari, (ii) Las Bayas (-33,31°N; -70,25°E), en la
cuenca del rio Maipo, y (iii) Valle Hermoso (VH, -36,91°N; -71,40°E), ubicada en la cuenca
del rio Itata. EI emplazamiento latitudinal de estos subdominios sigue un gradiente
hidroclimatico de norte a sur, con una precipitacion media anual (promedio de invierno) de
262,1 mm (192,2 mm) en Tascadero, 385,6 mm (260,5 mm) en las Bayas, y 1816 mm (1041,1
mm) en Valle Hermoso (periodo 2000-2018). En este ultimo subdominio, se han definido
dos sitios para escaneos: VH oeste (0,34 km?), con una menor elevacion (1650-1850 m
s.n.m.) y presencia de arbustos pequefios, y VH este (0,57 km?), con una elevacion de terreno
> 2000 m s.n.m. y ausencia total de vegetacion, al igual que Tascadero (0,68 km?) y Las
Bayas (1,05 km?). Por lo tanto, los cuatro subdominios escogidos ofrecen la posibilidad de
contrastar resultados segun la hidroclimatologia y la presencia de cubierta vegetal.

En cada subdominio, se adopta el mismo procedimiento para derivar mapas de profundidad
de nieve a partir de mediciones lidar. Todos los datos fueron adquiridos con un scanner Riegl
VZ6000 de largo alcance, en dias con y sin nieve (Tabla 1), con una resolucion angular de
0,01° y una densidad media de puntos ~18 p/m? a una distancia de 1000 m desde el scanner.
El scanner opera con una longitud de onda cercana a la infrarroja (1064 nm), caracteristica
que lo hace adecuado para monitorear nieve y hielo en ambientes de montafia (Deems et al.,
2013, Fischer et al., 2016). La ubicacion del scanner en cada fecha fue medida utilizando un
GPS Trimble R4 Real Time Kinematic (RTK), cuya incertidumbre de medicion en la
horizontal y vertical es de 0,01 y 0,03 m. Las nubes de puntos obtenidas con el scanner fueron
procesadas con los software Riegl Riscan Pro V. 2.5.1. y CloudCompare, para finalmente
obtener mapas con una resolucion horizontal de 1 m. Finalmente, se obtuvieron los mapas de
profundidad de nieve a través de la simple diferencia entre los modelos de elevacion digital
(DEMs) rasterizados, con y sin nieve (Figura 2).
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Figura 1. (a) Ubicacion de las cuencas de interés dentro de Chile continental, ademés de las
estaciones DGA utilizadas para caracterizar la climatologia (ver detalles en el texto). Los dominios
escaneados son, de norte a sur: (b) Tascadero, (c) Las Bayas, y (d) Valle Hermoso. Los limites de las
subcuencas y de las areas escaneadas se muestran en color rojo y azul, respectivamente.

3. METODOLOGIA

Analisis exploratorio. En primera instancia, se analiza la distribucion altitudinal de la
profundidad de nieve mediante bandas de elevacion, calculandose ademés la media, el
coeficiente de variacion (CV) y el coeficiente de asimetria (Cs) por banda. Dichos
estadisticos son ampliamente utilizados para determinar la funciéon de densidad de
probabilidad (FDP) mas conveniente y, por lo tanto para modelar la distribucion espacial del
EAN en cada elemento espacial de un modelo numérico (e.g., celda, banda de elevacién,
unidad de respuesta hidrolégica). En caso de no tener datos de EAN, es posible determinar
la FDP mas adecuada s6lo con datos de profundidad de nieve, considerando que esta ultima
es mucho mas variable en el espacio que la densidad (Lépez-Moreno et al., 2013). Sin
embargo, es importante recordar que existe la posiblidad de que la incertidumbre en los
parametros de la distribucion sea mucho mayor a aquélla asociada a la eleccion de una
funcion paramétrica (Luce y Tarboton, 2004).
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Ademas del andlisis altitudinal, se compara el desempefio de distribucion lognormal con la
distribucion gamma de dos pardmetros para modelar la variabilidad espacial de la
profundidad de nieve en los subdominios de interés. En cada dominio, se comparan los
histogramas de profundidad de nieve con el ajuste grafico de las FDPs indicadas, ademas del
estadistico D asociado al test de Kolmogorov-Smirnov y su respectivo p-valor. Si los p-
valores son menores que 0,05, se rechaza la hip6tesis nula de que las mediciones de
profundidad de nieve siguen la distribucién testeada con un nivel de confianza de un 90 %.

Tabla 1. Fechas con campafias de terreno y estimaciones de error en los mapas de
profundidad de nieve generados a partir de mediciones lidar.

Sitio Fecha de escaneo | Fecha de escaneo | Error - Raster
sin nieve con nieve) (m)
Tascadero 22/05/2018 04/09/2018 0.040
Las Bayas 23/03/2019 09/08/2018 0.080
VH Oeste 11/04/2019 25/10/2018 0.092
VH Este 11/04/2019 25/10/2018 0.125

Analisis de variograma. El variograma es una herramienta que permite determinar el grado
de autocorrelacion de una variable, ya sea en el tiempo o en el espacio (Skgien et al., 2003).
Dependiendo de su forma, es posible determinar, ademas, si la variable presenta la propiedad
de auto-similitud o fractal (Mark y Aronson, 1984) en un rango de escalas determinado.

En el caso particular de la profundidad de nieve, dada una distancia h, la semivarianza es
estimada como (Yates, 1948):
=5 > (=)
PN L T @
(i,))eN(h)

donde z;i y zj son valores de profundidad de nieve para puntos separados por una distancia
horizontal h, mientras que N(h) es el nimero de puntos separados a dicha distancia. Si la
profundidad de nieve presenta un comportamiento auto-similar en un rango de valores de h,
es posible ajustar una ley potencial de la forma:

y(h)=ah’ ()
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donde la existencia de mas de un conjunto de parametros a y /3, asociados a rangos de escala
diferentes, es indicativa de un comportamiento multi-escala. Ademas, el exponente puede ser
utilizado para estimar la dimension fractal con la férmula propuesta por Mark y Aronson
(1984):

p=3-L (3)

(b) Las Bayas

{«,\fi P
T 7
6
5
4
3
2
1
0
(d) VH este

Figura 2. Distribucion de la profundidad de nieve por banda de elevacion para los cuatro sitios de
estudio: (a) Tascadero, (b) Las Bayas, (¢) Valle Hermoso oeste, y (d) Valle Hermoso este. Para cada
banda, se presenta la media, el coeficiente de variacion (CV) y el coeficiente de asimetria (Cs).

Si bien los valores de la dimension fractal son consistentes con las dimensiones utilizadas
por la geometria Euclideana, éstos no necesariamente deben ser nimeros enteros. Por lo
tanto, cualquier curva puede ser caracterizada por valores de D entre 1y 2, mientras que las
superficies tienen asociadas dimensiones fractales entre 2 y 3. En el caso particular del manto
nival, D ~ 2 indica una superficie practicamente plana, mientras que valores cercanos a 3
indican un comportamiento mas irregular.
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En este trabajo, se presentan variogramas omnidireccionales (es decir, tomando pares de
puntos independientemente de la orientacién) tanto para la topografia del suelo desnudo
como para la profundidad de nieve, calculados con el paquete ‘gstat’ (Pebesma, 2004)
contenido en el software “R” (http://www.r-project.org/). Para ello, se han definido 46
intervalos y una distancia maxima igual a la mitad de la distancia horizontal entre el par de
puntos méas alejados del dominio completo (Sun et al., 2006). Para cada variograma, se
analiza si existen cambios dependiente significativos para detectar quiebres de escala, para
luego ajustar modelos de tipo potencial. Si la ecuacién (2) se ajusta para un rango de escalas
determinado con R?> 0.9, entonces se acepta que el comportamiento de la profundidad de
nieve en dicho rango es fractal (Deems et al., 2006, 2008).

De manera adicional, se presentan los ajustes graficos de tres modelos geoestadisticos
alternativos, incluyendo el modelo esférico, gaussiano y exponencial, cuyas formas
matematicas vienen dadas por:

Modelo exponencial:

B |h]
y(h) =C {1 — exp (— ?>} 4)

Modelo gaussiano:

|h|?
y(h) =C {1 — exp (— a—2>} ®)

3 _1/h)
vy ={© E?‘E(?) silh| < (6)

donde a es un parametro, mientras que C representa la meseta del variograma.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Distribucion espacial. La Figura 3 ilustra la variabilidad de la profundidad de nieve por
banda de elevacion para los cuatro subdominios de interés. En general, se observa que la
forma de la distribucion y los parametros estadisticos pueden variar considerablemente
dentro de cada sitio. VH Oeste es el tnico subdominio que presenta un aumento sostenido de
la profundidad de nieve promedio con respecto a la elevacién media de cada banda. En Las
Bayas y VH Este se aprecia un aumento hasta cierta cota, a partir de la cual se observa una
disminucion de la profundidad de nieve, comportamiento que ya ha sido reportado en otras
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regiones montafiosas del mundo, incluyendo Sierra Nevada en California (Kirchner et al.,
2014, Zheng et al., 2016), ademas de los Pirineos y los Alpes (Griinewald et al., 2014). Tanto
el coeficiente de variacion (CV) como de asimetria (Cs) tienden a disminuir a mayores
elevaciones en VH Oeste, mientras que CV tiende a aumentar (disminuir) con la elevacion
en Tascadero (VH Este).

La Figura 4 ilustra los histogramas de profundidad de nieve para los cuatro subdominios
estudiados, considerando solo valores positivos, ademas del ajuste grafico de las FDPs
lognormal y gamma. Se incluyen también los principales estadigrafos de dispersion y los
resultados del test de Kolmogorov-Smirnov (estadigrafo D y p-valor asociado). Se observa
que la distribucion gamma de dos parametros entrega mejores resultados que la distribucién
lognormal (menor D), aunque en ambos casos se rechaza la hipétesis nula de que los datos
de profundidad de nieve siguen las distribuciones indicadas, con un nivel de significancia de
un 5 % (i.e., p-valor inferior a 0,05). Analisis exploratorios no incluidos aqui demostraron la
incapacidad de la distribucién normal para modelar la variabilidad espacial del manto nival
en los dominios considerados.
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Figura 3. Distribucién de la profundidad de nieve por banda de elevacion para los cuatro sitios de
estudio: (a) Tascadero, (b) Las Bayas, (¢) Valle Hermoso oeste, y (d) Valle Hermoso este. Para cada
banda, se presenta la media, el coeficiente de variacion (CV) y el coeficiente de asimetria (Cs).

Las discrepancias obtenidas entre estadigrafos de dispersion de las distintas bandas de
elevacion (Figura 3) vs. aquellos del dominio completo (Figura 4) confirman que, para los
Andes extratropicales, la transferibilidad de funciones de probabilidad y parametros hacia
subdominios pequefios es bastante limitada (Marchand y Killingtveit, 2005). Por otro lado,
estudios recientes también han reportado las ventajas de la distribucion gamma por sobre la
distribucion lognormal para modelar la variabilidad espacial de la profundidad de nieve en
dominios de extension similar a los analizados aqui (Winstral y Marks, 2014; Helbig et al.,
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2015; Skaugen y Melvold, 2019). Este resultado refuerza la necesidad de procurar datos
locales para verificar la distribucion de profundidad de nieve en esfuerzos de modelamiento
a mayor escala, evitando en lo posible recurrir a supuestos a partir de informacién derivada
de estudios en otras regiones (e.g., Cortés et al., 2016, Cortés & Margulis, 2017).
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Figura 4. Histogramas de profundidad de nieve para los dominios completos, junto con ajustes
gréaficos de distribuciones lognormal (azul) y gamma de dos parametros (rojo). Se indican la media,
el coeficiente de variacion (CV) y el coeficiente de asimetria (Cs) de cada muestra, ademas de los
estadisticos D y p-valores resultantes de la aplicacién del test de Kolgorov-Smirnov.

Variogramas. La Figura 5 muestra los variogramas omnidireccionales para la profundidad
de nieve, en escala log-log, para los cuatro subdominios estudiados. Se presentan ademas los
ajustes de modelos potenciales (o lineal en escala log-log, denotados por LLL),
exponenciales (EXP), gaussianos (GAU) y esféricos (SPH). Los resultados indican que, en
los cuatro sitios, el modelo potencial — ajustado por segmentos — presenta un mejor
comportamiento que los modelos alternativos, especialmente para valores de h pequefios (<
3 m) o muy grandes (> 200 m). Ademas, se consiguen ajustes de R?> 0.9 con la ecuacion (2)
en la mayoria de los segmentos desplegados, lo que indica una estructura fractal de la
profundidad de nieve en distintos rangos de escala, o ‘comportamiento a multi-escala’
(Clemenzi et al., 2018).
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Figura 5. Variogramas de profundidad de nieve para los cuatro dominios estudiados: (a) Tascadero,
(b) Las Bayas, (c) Valle Hermoso Oeste, y (d) Valle Hermoso Este. Las lineas verticales indican
quiebres de escala, mientras que las lineas diagonales rectas (LLL) indican comportamiento fractal
de la variable en el tramo correspondiente. A modo de comparacion, se incluyen otros modelos
geoestadisticos clasicos: exponencial (EXP), Gaussiano (GAU) y esférico (SPH).

Tabla 2. Ajuste del modelo potencial, longitudes de quiebre de escala y dimension fractal
para la profundidad de nieve.

Sitio Ds Dwm DL L1 L.

m m

Tascadero | 2.52 | 2.88 - 1219
Las Bayas | 2.62 | 2.89 | 283 | 16.1 | 93

VH Oeste | 2.71| 295 | 276 | 45 | 38.1
VH Este 259 | 2.89 - 1188|1244

La Figura 5 muestra que la profundidad de nieve presenta un comportamiento fractal hasta
un primer quiebre de escala L1, que fluctda entre los 16 y los 22 m en zonas con suelo
desnudo, e igual a 4,5 m en el Gnico dominio con presencia de vegetacion (VH Oeste). En
este Ultimo sitio, los valores de dimension fractal Ds y Dwm superan a los de otros subdominios,
lo que es esperable por la presencia de vegetacion, la cual contribuye a una estructura mas
irregular del manto nival. Cabe destacar que los valores de D obtenidos para la profundidad
de nieve en los subdominios analizados son ligeramente superiores a los de otras zonas
montafiosas del mundo. Ademas, diferencias en valores de Ds y Dwm (Tabla 2) indican que,
en cada rango de escala asociado, diferentes combinaciones de procesos fisicos moldean la
estructura espacial del manto nival: en el corto rango, predomina la interaccion de
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precipitacion solida con arboles y/o arbustos (si es que existen), viento, nieve, e
irregularidades locales del terreno (e.g., concavidades y rocas), mientras que, mas alla del
primer quiebre de escala (L1), se genera una compensacion de redistribucion por efecto del
viento e intercepcion, en el caso de existir vegetacion (Trujillo et al., 2007). Por lo tanto, la
escala de aplicacion de modelos hidroldgicos distribuidos debiese ser escogida en base a los
procesos fisicos que se desee simular explicitamente. La similitud con los valores de L
obtenidos en zonas sin vegetacion de otras regiones del mundo, para fechas cercanas a la
méaxima acumulacion (R. Mott et al., 2011, Schirmer & Lehning, 2011, Helfricht et al., 2014,
Mendoza et al., 2020), sugiere que la eleccién la escala de modelo méas adecuada vendria
dada por las caracteristicas fisiograficas del dominio analizado, mas que por sus
caracteristicas hidroclimaticas.

En las Bayas y Valle Hermoso, se detecta un segundo quiebre de escala (L2) que define el
limite de una segunda zona con patron autosimilar (Tabla 2). Hasta la fecha, dicho quiebre
solo ha sido reportado para la cuenca experimental de Izas, ubicada en los Pirineos espafioles
(Mendoza et al., 2020). A diferencia de estudios previos que han reportado comportamiento
fractal para mas de un rango de escalas en otras regiones montafiosas (Deems et al., 2006,
2008, Trujillo et al., 2007, 2009, R. Mott et al., 2011, Schirmer & Lehning, 2011, Helfricht
etal., 2014, Clemenzi et al., 2018), nuestro analisis muestra la existencia de una tercera zona
con ordenamiento fractal en los Andes extratropicales, en particular en Las Bayas y VH oeste
(Figura 5b,d). Para buscar posibles causas detrds de los quiebres de escala y tipos de
ordenamiento espacial encontrados, se analizaron los variogramas omnidireccionales para la
elevacion de terreno en los cuatro subdominios (Figura 6). Los resultados indican que, si bien
esta variable muestra un comportamiento autosimilar hasta distancias del orden de los 200 m
(Tabla 3), no existe ninguna conexién aparente entre el escalamiento de la topografia 'y el de
la profundidad de nieve, ni en términos de dimension fractal ni de quiebres de escala.
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Figura 6. Superposicién de variogramas de topografia para los cuatro dominios de interés. Las lineas
verticales indican quiebres de escala.
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Tabla 3. Ajuste del modelo potencial, longitud de quiebre de escala y dimension fractal para
la topografia.

Sitio D L
m
Tascadero 2.04 235.5
Las Bayas 2.12 -
VH West 2.04 -
VH East 2.07 224.2

Los resultados del analisis de variogramas tienen implicancias préacticas para estudios futuros
que busquen caracterizar y/o predecir el comportamiento dindmico del manto nival en los
Andes extratropicales. En primer lugar, la existencia de zonas en el variograma donde exista
autosimilitud en la profundidad de nieve indica que la escala de un modelo dindmico puede
tomar cualquier valor dentro de ese rango, si se desea representar los procesos dominantes
asociados a dichas escalas. Para los subdominios alpinos analizados en este articulo,
resoluciones horizontales de 15 m serian suficientes para resolver explicitamente la
interaccion del viento, el manto nival y la topografia, mientras que una resolucion de 4 m o
inferior seria requerida en VVH oeste para considerar, ademas, la interaccion con la
vegetacion. Por otro lado, los quiebres de escala proporcionan valiosa informacion para
decidir la longitud caracteristica de predictores para la profundidad de nieve. Por ejemplo,
Mendoza et al. (2020) encontraron para la cuenca experimental de Izas valores de L1 muy
similares a la distancia 6ptima del indice de Posicion Topografica (IPT; Revuelto et al.,
2014), el mejor predictor de profundidad de nieve en dicho dominio. Por lo tanto, futuros
estudios podrian incorporar esta informacion, asi como la de otros predictores, en el
desarrollo de modelos estadisticos para predecir la variabilidad espacial del manto nival en
los Andes. Finalmente, una tarea pendiente es la realizacion de mediciones adicionales en los
Andes con tecnologia lidar para corroborar la consistencia temporal en los patrones de
escalamiento de la nieve, y que ha sido reportada en otros dominios del mundo (Helfricht et
al., 2014, e.g., Clemenzi et al., 2018, Mendoza et al., 2020).

5. CONCLUSIONES

En este articulo, se presentan y discuten resultados del analisis de dependencia altitudinal,
distribucion probabilistica y analisis de variogramas para cuatro subdominios ubicados a lo
largo de los Andes extratropicales en Chile. Los resultados revelan patrones altitudinales que
ya han sido documentados para otras zonas montafiosas del mundo, y confirman la
superioridad de la distribucion gamma para modelar la variabilidad espacial de la nieve en
los dominios examinados, alertando sobre los riesgos que decisiones subjetivas podrian tener
al utilizar modelos de macro-escala. Se reporta ademas la existencia de un ordenamiento
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fractal en la profundidad de nieve dentro todos los sitios analizados, con hasta tres rangos de
escala y dimensiones fractales diferentes, cada uno de los cuales esta asociado a distintas
combinaciones de procesos fisicos. La comparacion de resultados entre los distintos sitios de
este estudio, asi como de resultados obtenidos por otros autores/as, sugiere que las
caracteristicas fisiogréaficas son mas influyentes que las caracteristicas climéticas en los
pardmetros fractales. Finalmente, la presencia de dos quiebres de escala y tres zonas con
comportamiento autosimilar no ha sido reportada con anterioridad en ninguna region del
mundo, y tiene implicancias practicas para el desarrollo futuro de modelos predictivos, ya
sea dindmicos o estadisticos.
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RESUMEN

Los medios granulares se han resistido a formulaciones tedricas que permitan describir de
forma unificada su dindmica para geometrias y fuerzas arbitrarias, exhibiendo fenémenos
que no son capturados por medio de una formulacién continua. Este es el caso de las
observaciones experimentales de regiones de flujo elipsoidal durante la descarga de silos, o
de espesor finito en el caso de planos inclinados y celdas anulares de Couette. Estas zonas de
flujo se caracterizan por una escala de longitud del orden de unos cuantos diametros de
particula, lo que motiva el empleo de ecuaciones de difusion-adveccion para explicar los
perfiles de velocidad observados. En el presente estudio se desarrolla un trabajo teérico que
proporciona una justificacion basada en las leyes de la mecanica para este tipo de ecuaciones.
Se postula que la dindmica de las zonas de flujo se encuentra controlada por un nuevo nimero
adimensional, obtenido como el cociente entre las fuerzas impulsoras y resistentes
desarrollada entre grupos de particulas en movimiento. EI modelo es resuelto analitica y
numéricamente, y sus predicciones son comparadas con los resultados experimentales de
Fullard et al. (2019) para el flujo en silos, Wang et al. (2019) para el flujo en planos
inclinados, y Mueth et al. (2000), Bocquet et al. (2002) y Cruz (2004) para el flujo en celdas
anulares de Couette. En todos los casos se obtiene una adecuada reproduccion de las zonas
de flujo

Palabras claves: materia granular, flujo granular, flujo en silos, flujo en planos inclinados,
flujo de Taylor-Couette.
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1. INTRODUCCION

La materia granular es un conglomerado de particulas sélidas y macroscopicas en que la
fuerza de interaccion predominante es la friccion (Andreotti et al. 2013). El término
“macroscopico” alude a que las particulas son visibles a simple vista por el ojo humano, en
contrate con las particulas microscépicas como atomos y moléculas. Existen muchos
ejemplos de materiales granulares en nuestro entorno, desde pequefios granos de azucar, a
rocas que pueden medir varios metros, e incluso asteroides de cientos de metros. Una de sus
principales caracteristicas es que tienden a disipar rapidamente la energia de sus particulas
debido a las fuerzas de friccion.

La materia granular se ha resistido a formulaciones tedricas que permitan describir de forma
unificada su dindmica para geometrias y fuerzas arbitrarias, a causa de su complejo
comportamiento que suele asemejarse a un sélido, liquido o gas dependiendo de la
circunstancia (Kamrin, 2008). Esto origina fenébmenos que no resultan adecuadamente
reproducidos suponiendo un comportamiento continuo, como es la observacion experimental
de regiones de flujo elipsoidal durante la descarga de silos, o el espesor finito en el caso de
planos inclinados y celdas anulares de Couette (MiDi, 2004). Estas tres experiencias pueden
ser interpretadas como un flujo confinado, un flujo con superficie libre, y un flujo forzado
por una superficie en movimiento, respectivamente. En estas, la zona de flujo se caracteriza
por una escala de longitud del orden de unos cuantos diametros de particula, por lo que no
son adecuadamente reproducidas en el limite continuo; Dg, < L, con Ds, el didmetro
promedio de particula y L el tamafio de la parcela en que se admite una descripcién continua.
Para solucionar esta dificultad tedrica, se recurre a explicaciones estocasticas, en que el
promedio estadistico conlleva a la obtencidn de ecuaciones de difusion-adveccion para el
campo de velocidad.

El primer modelo estocastico de flujo de material granular fue propuesto por Litwiniszyn
(1958) para la descarga en silos, motivado en la teoria de caminantes aleatorios y la ecuacion
de Fokker-Planck. Una interpretacion consistente fue presentada en un trabajo posterior del
autor (Litwiniszyn, 1966), en que las particulas en movimiento describen caminos aleatorios
a través de espacios disponibles o vacios, obteniendo una ecuacion de difusion-adveccion
para la densidad de probabilidad p de encontrar un vacio en un determinado punto:
dyp — dozp =0, 1)

donde d es un pardmetro con unidades de distancia, conocido como longitud de difusion. En
la Ec. 1y en las que siguen se utiliza la notacion d, = d/a. Mullins (1972) interpretd esta
ecuacion en términos de una densidad de flujo de particulas. Asi, la densidad de probabilidad
p se corresponde con la densidad de vacios p,, y esta Ultima se encuentra relacionada con las
componentes de velocidad de acuerdo con:

U~ dOypy y V-~ —py. (2)
El trabajo de estos autores se conoce como modelo de difusion de vacios, y se visualiza
esquematicamente en la Figura 1-a. Neederman & Tuzin (1979) dedujeron una ecuacion
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equivalente suponiendo la condicion de incompresibilidad y proponiendo una relacion
constitutiva entre las componentes vertical y horizontal de la velocidad:

u=-di,vyv=no. 3)
Varios autores sugieren que la longitud de difusion se relaciona con el tamafio medio de la
particula segun d = 2,24Ds, (Choi et al., 2005). Esta interpretacion se conoce como modelo
cinematico, y se visualiza esquematicamente en la Figura 1-b.

(@) (b) © @

Figura 1. (a) Modelo de difusion de vacios (Litwiniszyn, 1958, 1966; Mullins, 1972). (b) Modelo
cinematico (Neederman & Tiizlin, 1979). (c) Modelo de difusion de burbujas (Bazant, 2004). (d)
Modelo SRF (Kamrin y Bazat, 2007).

Los modelos de Litwiniszyn, Mullins y Neederman & Tuzun conducen a resultados
equivalentes. El principal problema de estos es que, en su interpretacion estocastica conducen
a un exceso de mezcla de particulas no observada experimentalmente. Por otro lado, su ajuste
a resultados experimentales requiere que la longitud de difusion incremente con la distancia
a la abertura del silo. En busqueda de resolver estas dificultades, Bazant (2004) propuso que
las particulas se desplazan en grupos como respuesta al ascenso difusivo de burbujas de
espacio intersticial espacialmente extendido. En este modelo, la densidad de burbujas p,,
definida a partir de la integral de vacios en el volumen de promedio, se encuentra determinada
por una ecuacion de difusion-adveccion (en general, por una ecuacién de Fokker-Planck) a
partir de la cual, la velocidad de particulas se determinada por medio de una expresion no
local del tipo:
u~ [ dVywddyp, y v~ —[ dV,wpy,. 4)

La integracion se extiende por todo el espacio, encontrandose acotada por la eleccién de la
funcién de influencia de las burbujas w = w(x, y, x3,, y,,). Esta Gltima se puede suponer como
una delta de Heaviside centrada en la ubicacion de la burbuja. Se debe notar que las
componentes de velocidad sin convolucionar, son equivalentes a las expresiones propuestas
por Mullins (1972) y, por lo tanto, entregan el mismo perfil de velocidades que el modelo de
Neederman & Tuzin (1979). Este modelo se visualiza esquematicamente en la Figura 1-c.
Posteriormente, Kamrin y Bazat (2007) plantearon que las burbujas sélo se pueden desplazar
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a lo largo de trayectorias admisibles, determinadas por el criterio de falla del material
granular. Asi, las burbujas actuan como eventos locales de falla o fluidizacion, que afectan
una region disminuyendo su friccion. Este cambio afecta al equilibrio y origina una fuerza
neta desbalanceada que impulsa la region fluidizada. Asi, la velocidad de particula posee por
componentes:
u~—[ dVyw(pply — ddxpy) y v~ —J dVbW(Pbﬁb - daypb)- ®)

En tanto que la ecuacion de Flokker-Planck asociada a la densidad de burbujas es:
0, (pptlp) + 0, (ppDy) = d(0%,pp + 05, pp). En estas expresiones, i1, y D), corresponden a
las direcciones de deriva de las burbujas, las que se determinan proyectando la fuerza
desbalanceada sobre las direcciones de desplazamiento admisibles. Este modelo se visualiza
esquematicamente en la Figura 1-d.

El modelo de Kamrin y Bazat (2007), conocido como SRF (Regla de Flujo Estocastico),
supone que el empaquetamiento aleatorio de las particulas origina direcciones de
desplazamiento difusas, las que actian como fuente para la difusién de burbujas. Al ser
aplicado al flujo en silos, conduce a perfiles de velocidad similares a los obtenidos por medio
del modelo de Neederman & Tuzlin. Su ventaja sobre los modelos previos es que permite su
generalizaciéon a otras condiciones de flujo, como el de plano inclinado y en celdas de
Couette, capturando el espesor de flujo observado en estos Ultimos. No obstante, al igual que
los modelos previos, carece de una explicacion mecéanica que justifique el empleo de
ecuaciones del tipo difusion-adveccion.

En el presente estudio se desarrolla un trabajo tedrico sobre la derivacion de ecuaciones del
tipo difusion-adveccion para flujos granulares. Esto se consigue a través del promedio
espacial de las ecuaciones de balance de momentum sobre un volumen de control
conformado por grupos de particulas en movimiento. Con esta finalidad, se realiza una
expansion en series a primer orden para el tensor de esfuerzos y el tensor de tasa de
deformacion. EI modelo resultante es resuelto analitica y numéricamente, y sus resultados
son utilizados para ajustar resultados experimentales de descarga en silos, flujo en planos
inclinados y en celdas de Couette.

2. ECUACION DE MOVIMIENTO

Para derivar una ecuacion de movimiento significativa, es decir, que su valor sea en promedio
representativa del sistema, se promedia la ecuacion de balance de momentum sobre un
volumen de control conformado por un grupo de particulas fluidizadas. Se define el valor
promedio (B,) de cualquier magnitud fisica B asociada a la las particulas en el volumen V de
acuerdo con:

B0 = = [ B&,0av, 6
3 ©

s

De forma analoga, se define el valor promedio intrinseco (B,) de B como:
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1
(B0 = | B0, @
s Jvg
Este ultimo es la magnitud promedio de mayor uso. Ambos promedios se relacionan por
(Bs)(x, ) = ps(Bs)s(x,t), (8)

donde ¢, = V,/V corresponde a la fraccidn de volumen local de particulas sélidas.

En las expresiones precedentes, se debe notar que B es una funcion del vector posicion x’ y
el tiempo, mientras que su valor promedio es una funcion de la coordenada x y el tiempo. En
lo que sigue se omitira la dependencia explicita de las variables para simplificar la notacion.
Las magnitudes promedio son tipicamente asignadas al centroide del volumen de promediado
(Howes y Whitaker S, 1985), sin embargo, Morales (2022) demostré que una descripcion
consistente con el principio de conservacion de masa requiere que se refieran al centro de
masa de la fase de interés.

2.1 Balance de Momentum

Para un régimen cuasi-estatico, despreciando las contribuciones inerciales, se sigue que la
ecuacion de movimiento microscopica (a escalas menores al didmetro de particula) es:

0 = 0;0i — pgi, ©)
donde o;; es el tensor de esfuerzos. Definiendo la fuerza promedio sobre el grupo de
particulas en movimiento por

fi = 0i{0ij)s — PYi, (10)
Se sigue que el promedio de la Ec. (9) puede ser representado como:

El primer miembro del lado derecho es, por definicion, la fuerza macroscopica que actda
sobre el grupo de particulas movilizadas. Las contribuciones restantes corresponden a la
diferencia entre las fuerzas efectivamente aplicadas en la frontera del grupo de particulas, y
su valor macroscopico promedio. De acuerdo con Morales (2022), estas contribuciones
pueden ser escritas como integrales extendidas sobre la superficie de la zona fluidizada. Esta
situacion motiva a plantear que emergen de interacciones friccionantes cuando existe un
movimiento relativo, debiendo desvanecerse para una velocidad relativa nula. Esta hip6tesis
sugiere una descomposicion del tensor de esfuerzos del tipo
Oij = (Uij)s + Aaij + 60—iji (12)

donde el primero de los campos corresponde al valor promedio del tensor de esfuerzos en la
zona fluidizada, y los campos Ag;; y 8o;; corresponden a las desviaciones respecto del
promedio para las componentes hidrostatica y desviadora, respectivamente. Para ser
consistentes con la nocion de promedio, a los campos Ag;; y §a;; se les impone la condicion:

(Agj)s = (80yj)s = 0. (13)
Por otro lado, al campo Ao;; se le impone la condicion
(0;A0;j)s = 0;{0yj)s, (14)

a partir de donde se colige que:
(0j0j)s — 0j{0ij)s = (0j(0yj)s)s + (0;Aayj)s +(0;80;)s — 0j{0ij)s
(15)
= (6160'11)5
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De este modo, sustituyendo la Ec. (15) y (14) en (11), se sigue que los campos 8o;; y Ag;;
cumplen con:
(0;60ij)s = —fi ¥ (9jAdyj)s = pg; + fi- (16)

2.2 Representacion del tensor de esfuerzos

Para satisfacer la Ec. (16) se puede expandir §a;; a primer orden en torno al centroide del
grupo de particulas fluidizadas, adoptando la siguiente forma simétrica:
Soij = axpfibij + B(xif; + xif;) (17)
Para determinar las constantes a y S se requiere de dos condiciones. La primera de ellas es
entregada por la Ec. (16), a partir de donde se sigue que,
0;603; = adjfidyj + (8ijf; + 6j,fi)
= [a+ B +n)]f; (18)
=—f,
0 bien:
a+pB(1l+n)=-1. (19)
Para la segunda, se propone un desacople entre las componentes hidrostaticas y desviadora
de o;;. Considerando que la traza de 6g;; es nula, se tiene
oy = axyfin + 2Bx,fi. =0, (20)
0 bien:
an+ 26 =0. (21)
A partir de las condiciones impuestas por la Ec. (19) y (21) se obtiene el siguiente resultado
para la expansion de a;; a primer orden:
n 2
- = (U + = Sy ) (22)
Por otro lado, suponiendo Ag;; hidrostatico e imponiendo la condicion descrita por la Ec.
(16) se obtiene:

(So-ij =

Aci; = x (fx + PGr)dij (23)

2.3 Representacion del tensor tasa de deformacién

Para expresar la fuerza de friccion como una funcién de la velocidad relativa se requiere
relacionar el tensor de esfuerzos con la tasa de deformacion del grupo de particulas
fluidizadas. Con esta finalidad se adopta un modelo constitutivo equivalente al de un fluido
de Bingham con una viscosidad cinematica v y un esfuerzo de fluencia proporcional a la
presion uP, siendo u un coeficiente de friccion y P la presion. Esto es:
u(P)s . . :

(60ij)s = T)S(Vij)s +vp(yij)s  si 60% = (u(P)s)?. (24)

S
Para invertir esta relacion y expresar y en funcién de o se calcula el segundo invariante de
este Ultimo. Considerando que se cumple la condicién §a > uP, se tendra:
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n 2
opstooups = (=) (R0xti + i+ 5 Gk
8
+ 20 =~ xifixifi)
n (i . 2
B (m) 2 (xixi il + xix; fif; _Exixjﬁ'ff)
2
(rorrm=a) 27 29
(=)
2
= ( T +vp) ()2
(u

P)s)2 + 2u(P)svp(y)s + (vp(y)s)?.

Definiendo convenientemente las magnitudes

( = 61] + (1 - _) ]}]23, (26)
’ ( ) (P)
nn+1) — 2 u(P);
= 27
e V2n f @)
se obtiene el siguiente resultado:
(V)S _ M(P)S xicijxj _ (28)

vp 2

Sustituyendo la Ec. (28) en la Ec. (24) y expresando &g;; de acuerdo con la expansion de
primer orden planteada en la Ec. (22), se sigue que el tensor de tasa de deformacién puede
ser expresado como:

(Vij)s
1 n 1 e ( + ) . S
)] von(n+1)-2 \/m xifj +xifi = xkfk ij) St / x;GijXj 21 (29)
- i5ij4j
0 si fx (U <71

2.4 Solucién analitica del caso bidimensional

Para una geometria bidimensional de la zona fluidizada y llamando r = /x{{l.jx]f , Se sigue

que la Ec. (29) se reduce a:
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1

Vi = _%(1__)(’5](1""5](1 xl’cfk6ij) sir>r, (30)

0 si r<r.
Si se escoge un sistema de coordenadas tal que el eje § se oriente en la direccion de la fuerza,
se sigue que en la regién con r = ., las componentes del tensor de tasa de deformacion
seran:

) 1 LA
Vaxx —ﬁ(l _7)3’ fy ’
. 1 (1 T‘C) , . 1 (1 T>
Vyy = 2vp - VY Vay =— 2vp T x'fy.
Para integrar estas ecuaciones basta con preocuparse de la componente orientada en la misma
direccion de la fuerza, ya que la otra originara un flujo neto nulo. Asi, la segunda igualdad

(31)

sugiere que d,,v = — (ﬁ) (1 - E) y'fy, teniendo por solucion v =wv, + vy (x") +

(;’;Vp) (rcr — —) Para ser consistentes con la tercera igualdad se propone el ansatz v, (x') =

(f—y) X_ obteniendo la solucion:

2vp
D? [2r. /2r 1/ /2r\?
E 5 G-0-3(G) -1)] sir=n
V= 32
fyD? 21, 21\ _ (32)
T6v 1—2(F>+<F) sir<r,.

Finalmente, v, se determina imponiendo la condicion de borde v (r = %) = 0, permitiendo

encontrar la siguiente solucién para la componente de la velocidad en la direccion de la
fuerza:

(pv)s = %jzn * ragor = 22 l1 —f(£> 41 (“P) l si ﬂ >1. (33)
0 0

32v Df Df
Generalizando este resultado, se puede escribir:
32v{pv)s
fy = Dy (34)
Donde se ha definido la funcion:
) 4(Y0)+1(Y0>4 ey
x=1""3\y)"3\y) T=T (35)
0 siY <Y,.

En la expresion anterior, estan definidos como Y = (Dsof)/(uP) e Yy = Dsy/ Dy, Siendo Dy,
el diametro hidraulico de la burbuja del conjunto de particulas en movimiento.
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3. APLICACIONES
3.1 Flujo en un plano inclinado

El flujo en un plano inclinado resulta particularmente ilustrativo para estudiar la aplicabilidad
de las ecuaciones obtenidas al permitir derivar soluciones analiticas. Con esta finalidad se
utilizan los resultados experimentales obtenidos por Wang et al. (2019) por medio de la
técnica Particle Tracking Velocimetry (PTV) para medir la velocidad de las particulas. El
sistema experimental utilizado por ellos consistié en un canal largo y angosto como se ilustra
en la Figura 2. Consiste en dos placas de vidrio (50 cm x 50 cm) que estan separados por
espaciadores de polietileno para producir un espacio de 5 mm. El aparato se puede dividir en
dos regiones, una tolva superior donde se almacenan las particulas para su descarga, y un
canal inferior con una inclinacion de 20° menor al angulo de reposo del material. EI material
granular utilizado consistio en esferas de vidrio polidispersas de densidad p, = 240 kg/m?®
con diametros medios de 1,31, 1,99 y 2,37 mm. Las densidades medidas para el medio fueron
de 1547+15, 148443 y 1480+11 kg/m3, y los angulos de reposo fueron de 21,1+1,2°,
21,74£0,9°y 23,2+1,1° para los diametros de 1,31, 1,99 y 2,37 mm, respectivamente.

@) (b) (©
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Q~a+bo
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©
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S
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Plano Inclinado
Lo, ? 0,0

‘13%03%89 0 2 4 0 (0)4
Figura 2. (a) Esquema de la configuracion experimental utilizada por Wang et al. (2019). Se distingue
una zona de flujo de espesor &,, ubicada por sobre una region estatica. (b) Perfiles de velocidad
tipicamente observados en la zona de flujo. Circulos corresponden a mediciones experimentales y
linea segmentada a ajuste de tipo parabdlico propuesto por los autores. (c) Relacién entre el caudal
adimensional y el &ngulo de inclinacion de la zona de flujo. Circulos corresponden a mediciones
experimentales y linea segmentada a tendencia reportada por otros autores (MiDi 2004).

0
8 10 12 30 34 38

2 46 50
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En la Figura 2-a se ilustra la formacién de una region de flujo de pequefio espesor,
directamente por sobre una region que permanece estatica. El perfil de velocidad tipico
observado se presenta en la Figura 2-b, donde los circulos representan mediciones
experimentales, y la linea negra corresponde al ajuste parabolico propuesto por Wang et al
(2019). En la Figura 2-c se presentan los resultados para el caudal adimensional en funcion
del angulo de la zona de flujo, donde los circulos representan mediciones experimentales, y
la linea negra continua corresponde a la tendencia reportada por el trabajo colectivo de otros
autores (MiDi 2004).
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Para aplicar el modelo elaborado se comienza por plantear las ecuaciones de balance de
momentum en coordenadas cartesianas. Para un estado estacionario, despreciando las
contribuciones inerciales, estas ecuaciones corresponden a:
0 = —0,P + 0,7y, + pgcosO
_ 32Y2v »
0 = —0xP + 0,7y, + pgsind — e puy .
50
Ahora bien, suponiendo un perfil de velocidad horizontalmente homogéneo, se sigue que las

componentes del tensor de tasa de deformacion, y del tensor de esfuerzos se encuentran dadas
por:

(36)

Yax = 0, Vyy = 0, Yoy =Uy Yy V= \/Eluyl
u 37
Tyx = 0, Tyy =0 'y TxyZ,LLPﬁ. (37)
y
Asi, las ecuaciones de movimiento son:
0 =-0d,P + pgcosb

32YZv
0 = pud,P + pgsing — < DZO )pu)(‘l. (38)
50
A partir de la primera de ellas se sigue que la presion se encuentra dada por:
P = pgcosBd, <l> (39)
63’

Sustituyendo este resultado en la segunda, se sigue que la componente horizontal de la
velocidad satisface la siguiente ecuacion:

B , u 32Y¢v )
0 = pgsinf (1 — tane) — < D2, puy". (40)
Con el cociente Y, /Y determinado por:
Yo _ Youpgcosty y

Y  Dsopgsinf|1 — u/tand| - g (41)

Como la condicion de flujo requiere que Y > Y;, se tiene que solo hay flujo en la zona con
y < 6,, obteniendo la siguiente definicion para el espesor de la zona de flujo:

Ds U

6, =——tanb |1 — . 42
Y = you | tané (42)

A partir de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:

DSO
u=4pu 32¥ev gcosfd, x. (43)
Finalmente, este resultado predice que el caudal de masa escala como:
. Ko

Q ~ Umax Sy ~ sinftand (1 — w) . (44)

A continuacion, en la Figura 3 se presenta una comparacion entre los caudales
adimensionales y el angulo de inclinacion de la zona de flujo para los datos experimentales
de Wang et al. (2019) (puntos) y la curva definida por la Ec. (43) para el modelo elaborado
en este trabajo. Los datos experimentales fueron extraidos directamente de Wang et al. (2019)
por medio del software Digitizelt, presentando errores del orden del tamafio de los
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marcadores. En la Figura 3-a se presentan curvas ajustadas con dos parametros libres: el
coeficiente de proporcionalidad Q, que lleva a la relacion de la Ec. 44: Q = QoUnzax 6y, Y €l
coeficiente de friccion u. En la Figura 3-b se presentan curvas ajustadas con un sélo
pardmetro libre, manteniendo los coeficientes de friccion fijos y definidos por los &ngulos de
reposo reportados por Wang et al. (2019) para cada material (21,1°, 21,7° y 23,2° para las
particulas de diametro 1,31, 1,99 y 2,37 mm, respectivamente). Ajustes realizados por medio
del método de minimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-region-reflective en el
software MATLAB. En general se observa un buen ajuste para la curva definida por la Ec.
(41), no obstante, al comparar el coeficiente de friccion calculado por minimos cuadrados
(ver Figura 3-a) se obtiene una alta diferencia en relacién al obtenido empleando el angulo
de reposo (15,9° versus 21,1°). Esta diferencia puede tener origen en una disminucion de la
densidad a causa del rapido desplazamiento de las particulas, ademas de un eventual cambio
en su régimen de movimiento.

(@) (b)
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600 - Dsg (mm) 600 -
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400 - 1 400 -
° ® 199

p=tan(22,7°) ¢ o ® 237 p=tan(21,7°) @ e}
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30 34 38 42 46 50 30 34 38 42 46 50
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Figura 3. Comparacion entre caudales adimensionales y el &ngulo de inclinacion de la zona de flujo
para los datos experimentales de Wang et al. (2019) (puntos) y la curva definida por el modelo
elaborado en este trabajo: Q = Qqycosf(1 — pu/tand)?. (a) Ajuste por minimos cuadrados utilizando
dos parametros libres. (b) Ajuste por minimos cuadrados utilizando un s6lo parametro libre,
manteniendo los coeficientes de friccion definidos por el &ngulo de reposo del material.

En la Figura 4 se presenta una comparacion entre los datos experimentales de Wang et al
(2019) (puntos) y el ajuste de cuarto grado del modelo propuesto (lineas negras), para
experimentos realizados con distintos diametros de particula y caudal. Los datos
experimentales fueron extraidos directamente de Wang et al. (2019) por medio del software
Digitizelt, presentando errores del orden del tamafio de los marcadores. Ambas funciones
fueron ajustadas utilizando el método de minimos cuadrados no lineal y el algoritmo trust-
region-reflective en el software MATLAB. En general se observa un buen ajuste del modelo
a los datos experimentales.

33



Revista SOCHID (2023) Vol. 38 No. 2

(@) ® o,

M
‘%%%;a

oofe 0 0,2 0,4 0,6 08 1,0 1,2
.V/sy

Figura 4. Comparacién perfiles de velocidad horizontal entre resultados experimentales de Wang et
al. (2019) (puntos) y ajuste segin modelo propuesto (linea negra continua).

3.2 Flujo de Taylor-Couette

Para dar cuenta de la generalidad del modelo elaborado se evalua su aplicabilidad al estudio
del flujo de Taylor-Couette, en que los esfuerzos inducidos por un cilindro en rotacion son la
fuerza motriz del movimiento. Aqui, el material granular se encuentra confinado entre
cilindros verticales concéntricos de paredes rugosas, y se pone en movimiento al girar el
cilindro interior, segin el esquema ilustrado en la Figura 5-a. Los perfiles de velocidad
tipicamente observados son ilustrados en la Figura 5-b. Estos datos provienen de una
recopilacion realizada por MiDi (2004), originada en los trabajos de Mueth et al. (2000),
Bocquet et al. (2002), y da Cruz (2004).

Comenzando por plantear las ecuaciones de balance de momentum en coordenadas polares,
para un estado estacionario, despreciando las contribuciones inerciales, se tiene:

0=—-0,P+7r710,.(rt,) + r 1097190 — 7 1190
32Y¢v
0=—1"10gP +1720,(r?1,9) + 1 109709 — <D—§(;> puy L. (45)
Luego, es sencillo ver que estas se reducen a:
P = PO
32Y2v
0= r_zar(rzTrB) _ < 20 )pu)(_l. (46)
D50

Inspeccionando la segunda de éstas, se propone el siguiente ansatz para los esfuerzos de

corte:
2

T0=A+B (%W) , (47)
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Figura 5. (a) Esquema flujo de Taylor Couette en celda anular. (b) Recopilacion de datos
experimentales de velocidad realizada por MiDi (2004), originada en los trabajos de Mueth et al.
(2000), Bocquet et al. (2002), y da Cruz (2004). Corresponde a la velocidad normalizada en funcion
de la distancia radial al cilindro interior en rotacion (normalizada al diametro medio de particula).

donde 7, corresponde al radio del cilindro interior, y Ay B son constantes que dependen de
las condiciones de borde. En principio el valor del esfuerzo de corte aplicando en el cilindro
interior es conocido, de modo que:

T9(r=1,) =A+ B =u,P, (48)
donde u,, corresponde a la razon de esfuerzos en el cilindro interior. Ahora bien, la zona de
flujo posee un tamafio &, > r,, definido por la condicion:

r 2
T,9(r=96,)=A+B (61) = uP. (49)
r
Combinando las ecuaciones (49) y (48) se sigue que las constantes corresponden a:

é_ﬂ _ Hw M y B _ pw—wu
p v T\ 2 P Tw\2 (50)

1—(w 1—(w

() ()

Por otro lado, el cociente Y, /Y se encuentra determinada por

E= YouPr _r 51)
Y Dso214] 6,

donde:

Ds2|Al _ 2Ds5o | pw — 1

YouP — You _(Tw

1 (6)

Asi, el radio de la zona de flujo se encuentra determinado por la solucion a la siguiente
ecuacion cubica:

8 = 2 — Hw| (52)

2Ds, 2Ds5o
53 +53T0—5TTV5—TV5T07W= 0. (53)
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Este resultado demuestra que tanto &, como las constantes A y B definidas en la Ecuacion
(50) para expresar los esfuerzos de corte, se encuentran determinados por las propiedades del
material granular y la razon de esfuerzos aplicados en el cilindro interior. Definiendo el
espesor de la zona de flujo como A, = 8, — 1, Se sigue que su valor para A, < 1, Se puede
aproximar como:
Dso (1w 1 2Ds, !
A =65, TW’”YO(M 1)(1+rw YO) . (54)

Luego, es claro que para que exista flujo se debe cumplir que u,, > u. Finalmente, a partir
de estos resultados se sigue que el perfil de velocidades corresponde a:

m
b _Kr

u~)('uL 1—% : (55)
=)

A continuacién, en la Figura 6 se presenta una comparacion entre los perfiles de velocidad
experimentales de (puntos) y el ajuste al resultado obtenido en la Ecuacidn (55) con el modelo
propuesto. Los valores experimentales fueron obtenidos y ajustados de la misma manera que
se hizo en 2.1 para el flujo en un plano inclinado. En general se observa que el modelo
propuesto reproduce adecuadamente los perfiles de velocidad de todos los autores.

(a) (0)1,2

.....
ooooo

04 1

Zona de Flujo
02

Zona Estatica

0,0

Figura 6. Comparacion perfiles de velocidad normalizados entre resultados experimentales de Mueth
et al. (2000), Bocquet et al. (2002) y da Cruz (2004), y ajuste mediante modelo propuesto (linea negra
continua).

3.3 Flujo en silos
Para la validacion de las ecuaciones de flujo gravitacional, se utilizaran los resultados
experimentales obtenidos por Fullard et al. (2019) utilizando la técnica Particle Image

Velocity (PIV) para los campos de velocidad en un silo con una y dos aberturas. El sistema
experimental utilizado por los autores (Figura 7-a) consistio en un silo rectangular de ancho
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W =200 mm, altura H = 350 mmy profundidad D = 15 mm, con dos aberturas basales.
Las aberturas basales tenian un tamafio de D, = 14 mm y estaban ubicadas simétricamente
a ambos lados del eje del silo, espaciadas a diferentes distancias L. Las particulas utilizadas
tenian un diametro medio de 2,15 mm. El promedio de los campos de velocidad estacionarios
calculados a partir de PIV se muestran en la Figura 7 para el caso de una sola abertura de
D = 14 mm, y 4 casos donde hay dos aberturas separadas por una distancia de L =1, 4, 16
y 48 mm.

En la Figura 7-b y Figura 7-c se muestran ambas componentes de la velocidad, referidas a
diferentes alturas sobre la abertura de extraccion para el caso de una sola abertura con D, =
14 mm. Cualitativamente, ambas componentes son simétricas alrededor del eje de la abertura
y los perfiles de velocidad vertical se asemejan a distribuciones gaussianas hasta una altura
de alrededor de 0,108 — 0,171 m, luego de la cual se aplana en la zona central.
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Figura 7. Esquema de la configuracion experimental utilizada por Fullard et al. (2019). Las
dimensiones del silo fueron W = 200 mm, H = 350 mmy D = 15 mm (profundidad). (b-c) Perfiles
de velocidad vertical (b) y horizontal (c) recuperados a alturas que van desde 0,0046 a 0,233 m, para
el caso de una abertura de Dy =14 mm.

Comenzando por plantear las ecuaciones de balance de momentum en coordenadas polares,
para un estado estacionario, despreciando las contribuciones inerciales, se tiene:

32YZv 1
0=—0,P+ 0yTyy + 0xTxy — Pg — >— | pvX

(57)
0= —0,P + 0, Tyy + 0y Tyy — (—2> puy L.

D50
Ahora bien, considerando que los esfuerzos de corte son del tipo friccionantes, y que sus
direcciones principales coinciden con las de la tasa de deformacién (principio de

coaxialidad), se tiene:
Tl'j = Ur —.
Luego, si

Yax = 2Uy, Yyy = —2Uy, Yoy =Uy+W, =0 y y= Zﬁluxl-
Se sigue que:

37



Revista SOCHID (2023) Vol. 38 No. 2

Uy Uy

Ty = WP ——, Tyy = —UP T,y = 0

Este resultado es compatible con el supuesto de que las particulas se encuentran en un estado
de empuje activo, en que son impulsadas en la direccion favorecida por la gravedad, con un
esfuerzo principal mayor vertical (Kamrin, 2008). Asi, el conjunto final de ecuaciones
corresponde a:

N| =

X _ UYso (1—51n¢) (a h)2+(1+sln(]5)2<a h+;)2
Y, Yosmth 1+sing

u=—uyx(1—-sin¢)d,h (57)

DZ
v =—uyx(1+sin¢) (ayh + 9750

P
h=— — J750
con g y U 320Y2

1

1+ sin qb)
Este conjunto de ecuaciones se implement6 en el software de elementos finitos COMSOL
Multiphysics considerando la condicion de incompresibilidad, con el objetivo de reproducir
los resultados experimentales de Fullard et al. (2019) para el campo de velocidad. Las
condiciones de borde utilizadas fueron: velocidad horizontal nula en paredes verticales del
silo; velocidad vertical nula en base del silo; presiéon nula en la abertura superior del silo;
velocidad descendente fija en la abertura de extraccion (igual al valor experimental). La
ultima condicién se prefirié por sobre la de presion nula a causa de la limitacion propia de
un modelo continuo para capturar los efectos de creacion y destruccién de cadenas de
esfuerzos en la cercania de la abertura del silo.

Los parametros ajustables del modelo corresponden a u, = gDZ,/32YZv e Y,. El primero de
estos posee unidades de velocidad, por lo que una primera estimacion de su valor es ~ /gDs,
a la vez que para Y; se estimaron valores inferiores a la unidad. EI &ngulo de friccion interna
se supuso como ¢ = 30° un valor tipico para el tipo de materiales utilizados en el
experimento (Fullard et al., 2016). El ajuste de los dos parametros libres (u, y Y;) se realizo
de forma iterativa.

Con el objetivo de comparar los resultados predichos por el modelo desarrollado en el
presente trabajo y aquellos del tipo cinematicos, también se implementd numéricamente el
modelo de Nedderman & Tiizln (1979) a través del software COMSOL Multiphysics. Las
condiciones de borde utilizadas fueron las mismas que las indicadas para comparar con los
resultados de Fullard et al. (2019). En cuanto al parametro de longitud de difusion, se tomo
un valor de 2,5 veces el D¢, de las particulas para todos los experimentos.

La calibracion fue realizada para 13 de los 14 experimentos de Fullard et al. (2019),
incluyendo el de abertura tnica con Do=14 mm y los de doble abertura espaciados a L=0.50-
0.75-1.00-1.25-1.50-2.00-4.00-8.00-16.00-32.00-48.00-80.00 mm. Se descarté el
experimento con Do=28 mm a causa del alto valor de las velocidades alcanzadas en la
abertura de descarga en comparacion con los demés experimentos. Los valores utilizados en

la calibracion correspondieron a u, ~ /gDs, =0.15ms™? e Y,=0.06<1. Luego, como Y, =
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Dy, /Ds, se obtiene un diametro hidraulico para el conjunto de particulas en movimiento de
Dh = 17D50:4 mm.

En la Figura 8 se presenta una comparacion entre los perfiles de velocidad vertical para
diferentes instantes de tiempo entre los resultados experimentales de Fullard at al. (2019)
(puntos), modelo propuesto (lineas negras) y modelo cinematico (lineas rojas). En general se
observa que el modelo propuesto logra capturar de forma cualitativamente correcta los
perfiles de velocidad en todos los escenarios, presentando las mayores diferencias en las
zonas cercanas a las aberturas de extraccion. Una situacion similar se observa en la Figura 9
para los perfiles de velocidad horizontal. Al comparar los resultados del modelo propuesto
con los predichos por el modelo cinematico, se logra observar una mejora sustancial en la
descripcion de ambas componentes del campo de velocidad para todos los escenarios.
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Figura 8. Comparacion de perfiles de velocidad vertical para diferentes alturas entre los resultados
experimentales de Fullard et al. (2019) (puntos), modelo propuesto (lineas negras) y modelo
cinematico (lineas rojas) para (a) una sola abertura de tamafio D, =14 mm, y (b-h) dos aberturas de
tamafno D, =14 mm separadas por una distancia de L =1, 2, 4, 8, 16, 32 y 80 mm.
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Figura 9. Comparacion de perfiles de velocidad horizontal para diferentes alturas entre los resultados
experimentales de Fullard et al. (2019) (puntos), modelo propuesto (lineas negras) y modelo
cinematico (lineas rojas) para (a) una sola abertura de tamafio D, =14 mm, y (b-h) dos aberturas de
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4. CONCLUSIONES

La mecanica de medios granulares representa un permanente desafio para la comunidad
cientifica, no tan solo por un genuino interés académico motivado en la ruptura de la
aplicabilidad de los modelos hidrodindmicos clésicos, sino también por sus mdaltiples
aplicaciones en ingenieria. Estas dificultades se deben mayormente a que el flujo disipa
rdpidamente la energia de sus particulas y pueden formar largas redes de contactos, aspectos
que se ven acentuados cuando el medio granular es denso, con empaque aleatorio y
condiciones cuasi-estaticas. En este trabajo se presenta el desarrollo analitico de un modelo
del flujo granular denso, el que se resuelve numéricamente y compara con datos
experimentales existentes en la literatura para flujos de naturaleza muy distintas, como lo son
el flujo granular en un plano inclinado, en una celda Taylor-Couette y en un silo. Para todos
ellos, los resultados obtenidos del modelo son altamente satisfactorios.

El unico modelo comparable en cuanto a su capacidad de describir distintos tipos de flujos
corresponde a la adaptacion introducida por Kamrin (2008) al modelo de burbujas, también
conocido como regla de flujo estocastico (SRF). ElI SRF presupone que el movimiento es
causado por la difusion de espacio intersticial, con una direccién de deriva determinada por
las lineas (o superficies) de deslizamiento admisibles en una condicion de equilibrio limite.
Este caracter difusivo es el que le permite reproducir caracteristicas como la existencia de
zonas de flujo en planos inclinados y celdas de Couette. Sin embargo, el SRF posee las
limitaciones discutidas en el capitulo 5 para los modelos de tipo cinematicos, en que la Unica
diferencia radica en la definicion de la direccién de deriva de las particulas (en el SRF
depende del estado de tensiones). Por el contrario, el modelo elaborado en el presente trabajo
responde a la naturaleza friccionante de los medios granulares, y su caracter difusivo (no
lineal) emerge directamente de la aplicacion de las leyes de la mecanica.
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HIDRO-GRAFIA
ALDO TAMBURRINO TAVANTZIS

Los buques presentados en la HIDRO-GRAFIA de este
namero presentan grandes tubos, que no son chimeneas
¢Cual es la funcién de estos tubos?

a) Son compresores de aire que durante la
navegacion permiten elevar el buque y asi disminuir el
area de la superficie en contacto con el agua, reduciendo
el roce.

b) Es un sistema de propulsion que aprovecha la
velocidad del viento
C) Son sistemas de aspiracion de agua que

permiten bajar la linea de flotacion del buque para
facilitar las tareas de carga y descarga.

NUMERO ANTERIOR

La respuesta correcta a la HIDRO-GRAFIA del nimero
anterior es la alternativa c). En la foto aparecen el
arqueologo Leonard Wooley, que excavo entre 1922 y 1934
la ciudad de Ur (ubicada en el sur del actual Iraq) y su esposa
Katharine!. Corresponde a un sistema de drenaje de aguas
servidas existente a comienzos del segundo milenio antes de
Cristo en la ciudad de Ur, antigua Mesopotamia. Estos
sistemas funcionaban como fosas de infiltracion y estaban
constituidos por tubos de ceramica perforados, ensamblados como se muestra en la figura, a
los que podian llegar varios canales o desagues bajo el suelo. Los tubos estaban rodeados
exteriormente de fragmentos de cerdmica, facilitando el drenaje desde el interior de los tubos.

! Nacida de padres alemanes en Inglaterra, Katharine Menke estudié historia en Somerville College. No
completd su grado debido a problemas de salud, los cuales continuaron afectandola a lo largo de su vida. Se
caso con el Coronel Bertram Keeling en 1919, pero él fallecié mas tarde ese mismo afio. La viuda Sra. Keeling
se unié a la excavacion de Woolley en Ur como artista en 1925. Una joven soltera en la excavacion causd
controversia, especialmente entre los fiduciarios de la Universidad de Pensilvania. Leonard Woolley resolvi6
el problema casandose con ella en 1927. La mayoria de las descripciones de ella dicen que era encantadora pero
también bastante fria y manipuladora. Sin embargo, era una talentosa artista y muy capaz como arqueéloga.
Lleg6 a ser la asistente principal en las excavaciones de Woolley en los ultimos afios de la excavacion en Ur.
Se dice que Agatha Christie, que visitd por primera vez las excavaciones en 1928, se basé en Katharine para
crear el personaje Louise en su novela "Asesinato en Mesopotamia", quien es asesinada en su habitacion en el
campamento de los arquedlogos, cerca del sitio de excavacién. http://www.ur-online.org/personorg/13/
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para ser publicados en sus proximos nimeros. Los articulos pueden ser en castellano o inglés.

Los articulos buscan difundir trabajos en el area de interés de la Sociedad Chilena de
Ingenieria Hidraulica, especialmente aquellos relativos a la hidraulica, hidrologia y mecénica
de fluidos en general, asi como otros aspectos relacionados con el agua, como su uso, gestion,
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