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abajo presenta las caracteristicas principales del modelo precipitacion-escorrentia (Pizarro,
que se propone como complementario o alternativo a los que hoy se utilizan para definir leyes
es en la Espafia peninsular. Asimismo, analiza la relacién precipitacion-escorrentia, en 22
sometidas a régimen natural y distribuidas por el territorio espafiol peninsular. Para ello, se
analisis de regresion no paramétricos, que permiten determinar la ductilidad de tres modelos
fisica, a saber:

et (Modelo A, Budyko, 1948)
-[P/(1+(P/k))™] (Modelo B, Turc-Pike, 1964)
[1-e7%) (Modelo C, Pizarro, 1996)

A: Aportacion especifica (mm); P: Precipitacion areal (mm), ETP: Evapotranspiracion
(mm); k= Parimetro a estimar por minimos cuadrados y e: Base de los logaritmos

S

- A nivel anual y para cada cuenca los resultados no son del todo satisfactorios. Sin embargo,
onsigue alcanzar un R’ de hasta 0,8 agrupando las cuencas bajo los criterios de pertenencia a las
ides cuencas hidrograficas.

e, al analizar el modelo C propuesto, A=P[1-¢""], se comprueba que éste consigue
resultados que los modelos A y B, especialmente en 4reas de menor escorrentia media anual.

esor Escuela de Ingenieria Forestal, Universidad de Talca, Chile. 1
esor Escuela de Ingenieros de Montes, Universidad Politécnica de Madrid,
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INTRODUUCION.

Las relaciones precipitacion-escorrentia se encuentran ampliamente tratafjas en la literatura técnica
respectiva, aunque los resultados que se desprenden de las diversas experiencias llevadas a cabo son
muy disimiles, por variados motivos. Uno de ellos, es que estas relaciones pqec}en ser expresadag
mediante diversos tipos de modelos, que parten de relaciones directas precipitacion-escorrentia,
establecidas por modelos deterministicos, fisicos o estocasticos, o bien rciaciongs mas f:gmpiejas, que
modelan detalladamente el ciclo hidrolégico y que requieren de un soporte informatico de mayor
magnitud.

En este marco, la utilizacién de modelos matematicos simples que establezcan relaciones
precipitacion-escorrentia, puede constituirse en una adecuada herramj?ma para - conseguir
explicaciones del fenémeno a escala anual e interanual, y ello en la perspectiva Qe f:onmbulr aun
mayor y mejor conocimiento de dicho proceso. Por tanto, este articulo tiene por ob_]etlvo. presentar el
desarrollo y aplicacion de un nuevo modelo (MODELO C), que al- parecer presenta mejores niveles
de ajuste bajo ciertas condiciones hidrologicas, ademas de un anéh;:_s comparativo que resulta de la
apiivauivi US LES HILGSIUS ICEIVIAITS 4 UatUs 15410y VUICTLIUUS UE £2 CUETICAS, SUMEUGAs & regimen

natural.

OBJETIVOS

Analizar las caracteristicas matematicas del modelo precipitacion escorrentia propuesto por Pizamo
en 1996.

Desarrollar un analisis comparativo entre ¢l modelo de Pizarro y los que actualmente se utilizan en
Espafia, a saber, Budyko y Turc-Pike.

ANTECEDENTES GENERALES

Los modelos A, B y C que serdn analizados en este articulo, tienen las siguientes expresiones
matematicas:

MODELO A - A=P * ™" (Budyko, 1948)

MODELO B : A =P -[P/(1 + (PkY)*’] (Turc-Pike, 1964)
MODELO C: A=P[ 1-¢™¥] (Pizarro, 1996)
Donde:

A=Aportacion especifica, P=Precipitacién areal; k=Pardmetro a estimar por minimos cuadrados ¥
e=Base de los logaritmos neperianos.

Los tres modelos que se estudian, tienen la particularidad de que representan las _relaciones
precipitacion-escorrentia en un contexto fisico, dado que su formulacién matematica evita que en
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letin momento la precipitacion se vea superada por la escorrentia.El modelo A=P*e*™® donde la
TP representa la evapotranspiracién potencial, es una expresion propuesta por Budyko, (1948),
a en otra anterior de Schreiber (1904), elaborada para estimar la evapotranspiracién anual
1988; Estrela, 1995). Es decir, lo que sefiala Budyko es que si se tiene una expresion para la
anspiracion y es posible aplicar la ecuacion reducida del balance hidrico, es decir A=P-E
entia igual a precipitacion caida menos las pérdidas totales de la cuenca), entonces se llega a
a expresion que ¢l propone.

Dicha expresion, ha tenido muy buenos resultados en Espafia a nivel interanual. Asimismo y dada la
importancia que le concede la bibliografia, es importante analizar su comportamiento frente a datos
es. Por tratarse de un andlisis de tipo anual basado en metodologias estadistico-matematicas, y

do de que la ETP varia muy poco afio a afio, en este caso se cambia la ETP por un parametro k

ecuacion A=P-[P/(1 + (P/ETP)))™], corresponde al modelo de Turc-Pike, que es una derivacion
mrollada por Pike, a partir del modelo de Turc para la estimacion de la evapotranspiracion (Singh,
Estrela, 1995). Este modelo que también es de base fisica, al igual que el anterior utiliza
tualmente la ecuacion reducida del balance hidrico. Pike, cambia el parametro L de la
6n original de Turc, por el valor de la evapotranspiracion potencial, ETP; asimismo, Pike no
za ¢l valor 0,9 de la expresion original, sino que utiliza el valor 1, con el fin de evitar que la
xpresion final tenga resultados negativos.

modelo ha mostrado buenos resultados en Espafia, y en este sentido, practicamente no presenta
encias con ¢l de Budyko, segiin diversas experiencias. Por las mismas razones que el modelo de
ko, es importante estudiar su comportamiento con datos reales. Como es un analisis de nivel
la ETP es reemplazada por un pardmetro k a ser estimado.

modelo  A=P[1-¢"®] es una expresion propuesta por Pizarro (1996), cuya derivacion y
mdizaciéon de la base conceptual del modelo, se presenta en puntos posteriores. Responde
eptualmente por una parte, a que la variacion de la escorrentia con respecto a la precipitacion
a no es solo funcion de dicha precipitacion, sino que la escorrentia posee una componente
tado de aguas provenientes del almacenaje en la cuenca; y por otra parte a que si este analisis se
galiza a partir de una ecuacion diferencial, no es posible aplicar la ecuacién reducida del balance

METODOLOGIA

La metodologia a aplicar contempla en primer lugar un planteamiento v andlisis matemético del
ievo modelo propuesto, para a continuacion establecer una metodologia de aplicacion que permita
omparar los modelos de Budyko, Turc-Pike y Pizarro.

Planteamiento y anilisis del nuevo modelo propuesto.

Sean P 1a precipitacién caida en una determinada cuenca, y A la escorrentia generada, referidas
mbas a un intervalo temporal determinado, con A = A(P) funcién diferenciable con continuidad.
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Un incremento de la precipitacion de valor AP produciré un incremento de la escorrentia de valor
AA que obedecera fundamentalmente a dos causas:

a) Un aporte directo, en concepto de la precipitacion caida realmente escurrida.
b) Un aporte indirecto, atribuible a aguas previamente almacenadas en la cuenca.

Pasando a expresar ¢l anterior balance hidrico en términos de incrementos, se puede plantear Ja

siguiente ecuacion:
i e P—};ﬁ.AP ; P—}')é.AP.f(A.P) 0

Los dos primeros términos del segundo miembro representan el mencionado aporte directo, que se .
obtiene sustrayendo del incremento de precipitacion aquella parte del mismo que no ha escurrido
(nétese que (P-A)P es la tasa de pérdida de la cuenca), mientras que el tercero representa el aporte
indirecto, que puede ser expresado mediante la aplicacion de un factor variable (flAP)), a dicha

precipitacion no escurrida.

Dividiendo en (1) por AP y pasando al limite cuando AP—0, se obtiene la siguiente ccuacion

diferencial:
dA

A A
— = — L-—)AAP 2
A g P)f(A’ i

Antes de proceder a su resolucion, es importante analizar qué condiciones generales ha de reunir la_,i?:

funcion f{AP):

a) Regularidad y positividad: Teniendo en cuenta la hiptesis planteada originalmente para A = A(P), !

se ha de partir de funciones f{A,P) diferenciables con continuidad. Adems, flAP) 110,

b) Homogeneidad: Si la precipitacion caida y la escorrentia generada varian en la misma proporciént 5
no cabe esperar que se produzcan variaciones sustanciales en el término tercero del segmdo-v;l

miembro de (1), teniendo en cuenta lo que éste representa. Es decir:

f(AA, AP)=f(A,P)

Por tanto, f ha de ser una funcién homogénea de grado 0, lo que en este caso equivale a afirmar que

existe una funcién g[0,1] € R tal que:

fRAP) = g(A/P)
La ecuacion diferencial (2), se reescribe entonces de la forma siguiente:
di A

A, A
i dp o pSlepthan 4
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‘planteando mas condiciones, ahora sobre g, se tiene:

| Contorno: Evidentemente, ha de verificarse que

A A
::;-;0 (I'F)g(};) Dol g(()) Tl y

: A, A
tims .1 (1-7).8(%5) = 0

Monotonia: En general, cabe esperar un aumento en la mencionada aportacién indirecta a la

entia al aumentar la tasa (P-A)P , lo que equivale a admitir que g ha de ser una funcién
tona creciente de (P-A)/P.

otra parte, un aumento de la precipitacién lleva asociado un aumento de la escorrentia, lo que se
raduce asimismo en una monotonia creciente para la funcién de escorrentia A = A(P), es decir;

A A A
};+(J-F).g(};)20

ecidas estas condiciones, s¢ puede pasar a la resolucion de la ecuacion diferencial (3), dado que
mogénea y de primer orden. Efectuando el cambio de variable, queda lo siguiente, establecida
=A/P, lo que determina que dA/dP=z+P*(dZ/dP) y que (dZ/dP)*P=(Z-1)*Ln(1-Z).

resolver la anterior integral, es necesario elegir una funcién g que verifique las condiciones
ormente avanzadas.

entro del repertorio de las llamadas funciones elementales, quizds la solucion mds “natural” y
a al problema sea g(z) = -Ln(1-z) definida en 0<z<l , que verifica todas las condiciones
ecidas. En tal caso, la ecuacion diferencial, de partida, queda asi:

A A A

— - (1-—).Lnfl-= 5

P ¢ P) n(. P) (3)

de pasar a calcular la integral que da la solucién de (5), conviene analizar el segundo miembro
ha ecuacion diferencial.

ndo x = A/P y representando en la Figura 1 la curva y = x - (1-x).Ln(1-x), queda lo siguiente:




FIGURA 1: Representacion de y = dA/dP en funcion de x = A/P

reo de aplicacion de los modelos precipitacion escorrentia

Y, plicacion practica de lo expuesto anteriormente, se plantea en base al estudio de pares de datos
5 precipitacion-escorrentia, los cuales corresponden a un conjunto de 22 cuencas sometidas a

R s : patural y repartidas por todo el estado espafiol. Estas cuencas estén ubicadas en las zonas de
Ailhco- biteime = R pecera de cuencas mayores.

disponibilidad de estadisticas pluviométricas y foronémicas de un conjunto de 22 cuencas, ha sido
en virtud de un proyecto que desarrolla el Grupo de Hidrologia Regional Alpina y
anca, AMHY, en el cual participa Espafia a través del Comité Nacional del Programa
ico Internacional. Asimismo, este proyecto ha sido acogido por el Programa Hidrologico
ional de UNESCO, 1991-1995, fase IV, y 1996-2000, fase V, por medio del proyecto
ecifico FRIEND, (Flow Regimes from International Experimental and Network Data).

.

a h 1 x

Se observa un intervalo critico (a,1) , con a = 0,632121 , del eje x = A/P en el cual la escorrentia
aumenta mas que proporcionalmente al aumentar la precipitacion, obteniéndose la situacion limite e

1 virtud de este proyecto, se han seleccionado 22 cuencas repartidas por Espafia, que cuentan con
el maximo de dicha curva, situado en el punto (b,c), conb = 1-e2=0,864665 y c= l+e*= 1.135335

jadisticas pluviométricas y foronomicas y que estdn sometidas a régimen natural.

esms cuencas se recabo informacion estadistica en relacion a las precipitaciones habidas en las
encas v las aportaciones registradas. Se planteé un periodo minimo de treinta afios, 1960-1989,

Ello se explica en este modelo por el anteriormente mencionado aporte indirecto, cuya contribuciéng
"3 nque existen cuencas en las cuales los registros no alcanzan un minimo esperado.

la formacion de la anterior curva es

y =-(1-x).Ln(1-x) mismo, en el desarrollo de esta investigacion se pretendié establecer relaciones precipitacion-
tia solo a partir de datos reales, es decir, sin recurrir a métodos para completar estadisticas,
fin de no afiadir méas elementos a la componente aleatoria que los métodos estadisticos
De igual forma la informacion original fue sometida a una seleccion de datos considerados
ibles por una parte, v posteriormente se realizé6 una depuracién estadistica de los mismos,

iéndose asi las series de datos que permiten llevar a cabo el estudio.

Establecido lo anterior, se puede pasar a resolver la integral que se habia planteado anteriormente:

Deshaciendo valor absoluto (Ln|Ln(1-z)] = -Ln[Ln(1-z)] dado que Ln(l-z)>0 para O<z<l),
incorporando el cambio de vanable, y despejando A = A(P), se obtiene la expresion explicita del
modelo C propuesto: i

P
A=P.|:1-e'ﬁ]

En la expresion obtenida, el parametro K>0 sc estima para cada cuenca por técnicas de regresionen
base a datos de campo, por lo que es necesario evaluar la sensibilidad de la escorrentia dada por la
misma ante posibles variaciones de K. '

ancion de esta informacion, fue posible desarrollar un analisis estadistico- matematico de los
Este analisis, se plantea en términos anuales para cada cuenca en particular, y posteriormente
iza una agrupacion de los datos en funcion de su pertenencia a alguna de las 10 grandes
encas en que se divide el territorio espafiol peninsular.

0r ofra parte, las medidas empleadas para determinar el grado de ajuste de los tres modelos, son
palmente el coeficiente de determinacion, por tratarse de regresiones no paramétricas, R, y el
estandar de la estimacion, EEE, como un apoyo a la comprension del R’ De igual forma, el
se realizo utilizando el programa Statgraphics para DOS, que cuenta con rutinas para satisfacer
e tipo de regresiones.

S cuencas seleccionadas son las siguientes: Sella, Dubra, Cabe, Riaza, Esgueva, Moros, Tajo,
, Arochete, Corcoles, Ruecas, Ujijar, Turén, Alcaucin, Perea, Alfambra, Manmota, Ega I,
Foix, Llemana y Francoli. Asimismo, algunas de las caracteristicas especificas de las cuencas
i0, referidas éstas a aspectos fisicos y administrativos se presentan en la Tabla 1.

Dicha funcion es acotada (el minimo de la curva esta en el punto (2,{2/e)’)), con tendencia asintética
al eje ox, y con derivada en el origen nula. Por tanto, pequefias vaniaciones en el valor de K estimado
para la cuenca, no produciran variaciones sustanciales en la escorrentia que el modelo predice.

Definido esto, es posible analizar la capacidad del modelo propuesto para ajustarse a los datos
disponibles de precipitacion-escorrentia en las cuencas de la peninsula.
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TABLA 1: Caracteristicas especificas de las cuencas seleccionadas.

~ESULTADOS.

COMUNIDAD CUENCA NOMBRE DE AREA | PDPA Resultados de los ajustes alcanzados en cada una de las 22 cuencas.
AUTONOMA LA ZONA Km? * kgEEPERTENEcmg i términos generales y a l_u'vel de cada cuenca en particular, se aprecia que los modelos estudiados
~——— an resultados muy similares. Sin embargo, el modelo C estudiado en este articulo, resulta més
T Sella Cangas Onis 486 24 Norte : ivo en zonas que pueden ser definidas globalmente como de mayor aridez, es decir zonas
T bicadas mas al sur en el territorio espaiol peninsular o en zonas de clima mas mediterréneo. Esto se
Galicia Dubra Portomouro 91 17 NOﬂe_______E deberia a que la ecuacion diferencial que define al modelo, utiliza como base la tasa de perdida de
Galics Cabe Rivas Altas 353 26 Norte - N precipitaciones, valor que en teoria es mucho més sensible en zonas semiéridas y subhimedas,
o i — que en zonas de mayor pluviometria, -
- - i 2 ero -
Cesflta y 1 edn o8 - 5 = Tl Asimismo, si se asume que un modelo es minimamente satisfactorio con un valor de explicacion de
Castilla y Leon Esgueva Cabafies de Esgueva 27 26 bt 1 a variacion de las aportaciones, superior a 0,4, entonces el modelo C supera dicho valor en 15 de las
i A El Espi 35 26 Duero cuencas estudiadas; ¢l modelo A en 12 de las 22 cuencas y el modelo B en 11 de las 22 cuencas,
Castilla y Len Moros v.ramre - —— S estima, por tanto, que el modelo estudiado en este articulo obtiene mejores resultados relativos
Aragon y Castilla Tajo Peralejo de las 410 27 Tajo 1 e los otros dos.
e — . *“"‘ in embargo, es menester destacar que el nimero de datos por cuenca no es suficiente para poder
Castilla La Mancha Azuer Vallehermoso pda & Suatia antear conclusiones definitivas.
Andalucia Arochete Aroche 48 ok Graarlinon Jiro aspecto importante a analizar, son los valores que asume la constante K. para cada uno de los
Gintians es modelos en estudio. Asi, el valor de K teéricamente responde a una expresion de la
Castilla La Mancha Coraoles s i = - japotranspiracion potencial, ETP; luego, conceptualmente se defIi)r?e por una exprxg?én del tipo
Extremadura Ruecas Cafiamero 42 22 Guadiana P, en que B es una constante que pondera a la ETP. De esta manera sc observa que B es
. o Sur r en el modelo propuesto por este estudio que en los restantes dos modelos. Asimismo, el
Andalucia Ujijar Tosquillas 120 0 que estudia este articulo, es més sensible en lo que respecta al parametro K dados los valores
Andalucia Turdn Ardales 211 26 Sur idos. Asi, presenta un valor maximo para K=12805 y un valor minimo K=680. El modelo A
un valor maximo de K=2066 y un valor minimo de K=261. Asimismo el modelo B denota
Andahucia Alcaucin La Vifiuela 67 28 Sur or maximo de K=2042 y un valor minimo de K=231. Igualmente, el coeficiente de variacion
Miarch P Mula 43 9 Segura V) de K para el modelo C que se propone, alcanza un valor CV=0,76 , por un CV=0.47 en el
e sagan 0 A y un CV=0,49 en el modelo B:; , esto corrobora lo aseverado en términos de la mayor
Aragén Alfambra Villalba 478 24 Jacar ilidad y sensibilidad del pardmetro K en el modelo que se ha propuesto.
Castilla La Mancha Marimota Belmontejo 187 20 Jicar mismo marco, el pardmetro K parece ser funcién de variables distintas dependiendo de qué
0 se trate. Asi, para los modelos A y B hay importantes correlaciones lineales, (superiores a
Pais Vasco Egal Marafion 87 20 e { ; ciertas variables, como por ejemplo la diferencia entre la precipitacion media y la aportacio
, 1 por ejemplo la diferencia a precipitacion media y la aportacion
Castilla y Ledn Jalon Jubera 196 23 Ebro ~ /SIS dia para las 22 cuencas, es decir, las pérdidas anuales. Por el contrario, el modelo de C parece
T 1 | spender de un nimero mayor de variables y no se visualiza una dependencia relevante de ninguna
Catalufia Foix Foix 279 23 Pirineo Oriental = __._ riable especifica, como la vegetacion, es decir, el pardametro K parece estar determinado mas por
Catalufia Liemana Ginesta 79 18 Pirineo Oriental __ § 5 njunto de variables que por alguna o algunas en particular.
Catalufia Francoli Montblanc 338 23 Pirineo Oriental 1Scusion de los ajustes alcanzados agrupando las 22 cuencas.

(*): Pares de datos precipitacion-aportacion especifica usados por cuenca.
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mismo marco, las cuencas con su respectiva informacién estadistica, fueron agrupadas en
N de su pertenencia a las grandes cuencas peninsulares, definiéndose las siguientes
Ipaciones: Norte (Sella, Dubra y Cabe); Sur (Ujtjar , Turén y Alcaucin); Duero (Riaza, Esgueva y
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Moros), Guadiana (Azuer, Arochete, Cércoles y Ruecas); Jucar (Alfambra y Marimota); Ebro (Ega |
y Jalon) y Pirineo Oriental (Foix, Llemana y Francoli).

Los ajustes conseguidos a este nivel son, en general, mejores en sus resultados que los obtenidos 5
nivel de las cuencas componentes de la agrupacion, aunque los resultados son en general myy
similares para todos los modelos estudiados.

Sin embargo se consigue apreciar con mayor evidencia que en aquellas cuencas ubicadas mas a] gyp
del territorio espafiol peninsular, el modelo C que se estudia en este articulo, tiende a ser més dictj]
que los modelos A y B, y sus ajustes se aprecian notoriamente mas altos como es el caso de Sur. Ung
situacion similar se verifica en la cuenca del Ebro aunque ésta se ubica en la zona norte peninsular,

Confirmando lo anteriormente expuesto, se puede decir que asumiendo que un valor R>04 o5
minimamente aceptable, en 6 de las 7 agrupaciones por grandes cuencas se verifica que el modeloC
cumple esa premisa; el modelo A lohaceenSde 7yel Ben6de 7., -

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
En funcién de los resultados obtenidos, es posible plantear las siguientes conclusiones:

a) Los resultados obtenidos a nivel anual, permiten concluir que no existen grandes diferencias entre
los distintos modelos analizados. Ahora bien, el modelo C propuesto presenta una mayor ductilidad y
mejores resultados, especialmente en zonas ligadas a climas mediterraneos. 3

b) El andlisis cuenca a cuenca determiné que es muy dificil a ese nivel modelar adecuadamente, y
con tal nimero de datos. Asi, a nivel anual y de cada cuenca estudiada, los modelos utilizados
ofrecen resultados que funcionan razonablemente en la region hidrografica Norte, es decir, en las
zonas hiimedas del estado espafiol, y en algunas otras cuencas de la zona Sur y Mediterranea, conun
nivel de explicacion de la variacion de las aportaciones que alcanzo al 79% en el mejor de los casosy
al 0% en los casos extremos, pasando por una mayoria de valores que no superaron el 60%. 3

¢) La modelacién anual y el agrupamiento de cuencas, han permitido establecer relaciones
matemticas de calidad que explicaron hasta el 80% de la variacion total de las aportaciones para los
tres modelos estudiados. Esto se obtuvo para la agrupacion de las grandes regiones hidrograficas
Norte, Duero, Guadiana, Pirineo Oriental y Ebro.

Por otra parte, para las grandes regiones hidrograficas de Sur y Jicar no se consiguié en basear
ningin modelo matemitico de los analizados, una explicacién satisfactoria de la variacion de l%)
aportaciones. Sin embargo, el modelo C propuesto presenta mejores resultados que los Ay B.

d) Otro elemento importante que surge, es la necesidad de obtener un mayor conjunto de datos’
temporales y espaciales precipitacion-escorrentia, asi como incorporar la vanable vegetacion. De
manera se reducirian los errores de muestreo que este tipo de informacion conlleva y pod
desarrollarse estudios de mayor alcance. Asi se podrian corroborar, rechazar o modificar
resultados que en esta investigacion se han obtenido.
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) Se considera recomendable continuar la investigacion en base al estudio de las variables que
_;_.. caracterizar el parametro K del modelo C propuesto.

) Finalmente, y en este contexto, pudiera ser recomendable incorporar el modelo C, en los estudios
que s¢ desazrol?ap en los correspondientes organismos técnicos, con el objetivo de establecer leyes
ggionales precipitacidn-escorrentia, dado que actualmente se utilizan primordialmente los modelos
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