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RESUMEN

Este trabajo tiene por objeto presentar las bases tebricas seguidas para el desarrollo e
implementacién de un modelo numérico totalmente implicito, para simular las condiciones de
escurrimiento y evoluci6n del lecho en cauces naturales en régimen subcritico.

El modelo numérico que se presenta en este trabajo, se basa en los criterios y metodologia

- propuestos por Maza Alvarez en 1988, el cual se basa, a su vez, en el criterio seguido por Berezowsky
y Lara segln el modelo de Cruickshandk y con aportes de Gracia y Aparicio y fue desarrollado con

el objeto de comparar y de alguna manera cuantificar el efecto de las simplificaciones del modelo
morfolgico desarrollado por Dominguez, Estellé y Cortez en 1991.
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1.- GENERALIDADES

Se sabe que los cauces naturales no poseen una geometria rigida, ya que ésta varfa debido g
desequilibrio ocasionado por la cantidad y tipo del sedimento que reciben, los efectos de las crecidas,
intervencién antrépica, etc.

Para abordar planes y proyectos que permitan determinar lamagnitud de los efectos en un cauce
producto de las intervenciones mencionadas, en la actualidad existen varios caminos a seguir, taleg
como: los modelos empirico-analiticos deterministicos, los modelos fisicos a escala y actualmente, 13
modelacién matemitica.

Lamodelaci6én matemética utilizada en este tipo de modelo se basa en las ecuaciones completas
del flujo impermanente (ecuaciones de Saint-Venant) y se suele emplear, para su solucion numérica,
la técnica de las diferencias finitas.

De los modelos mateméticos existentes, gran parte de ellos se resuelven separando la fase
hidrodindmica de la sedimentolégica. Es decir, primero se resuelven las condiciones hidriulicas de]
flujo y luego éstas se aplican para calcular las tasas de transporte de sedimento, para asi derivar la
respuesta morfol6gica del lecho.

Dominguez, Estellé y Cortez, desarrollaron e implementaron en 1991 un modelo numérico
capaz de reproducir el comportamiento hidrodinimico y su interaccién con el fondo mé6vil. En este
modelo, para simplificar su resolucién numérica, se utilizé el método combinado, implicito para la
parte hidrodinimica y explicito para la parte morfolégica.

Estametodologia, si bien presenta ventajas précticas paralasolucién numérica, conceptualmente
no considera la interacci6n simultinea que existe entre las condiciones del flujo y el transporte de los
sedimentos. Pese a esto, si los cambios morfol6gicos del lecho son graduales y de pequeiia magnitud
relativa, este tipo de modelos s6lo produce un pequeiio desfase entre estos cambios y la situacién
hidrodindmica.

En consideracion a lo expuesto, el presente trabajo tiene como base y objetivo establecer las
bases te6rico-précticas de un modelo matemtico deterministico, unidimensional e impermanente, que
resuelve simultdneamente la fase hidrdulica y la sedimentol6gica del escurrimiento.

2.- HIPOTESIS ACEPTADAS PARA LA MODELACION

Para el modelo hidriulico-sedimentolégico que se presenta, se acepta que el escurrimiento es
subcritico y que su comportamiento puede ser representado unidimensionalmente, esto quiere decir
que las componentes de velocidad, tanto verticales como transversales, no son importantes.

Se considera que lamorfologfalongitudinal del rio se encuentra en un estado de equilibrio. Esto
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giere decir que en el mediano y corto plazo el perfil longitudinal de un rfo no varfa. Sin embargo, esta

oondiCiéﬂ noimplica necesariamente que en el fondo los sedimentos se encuentren estiticos, sino m4s

pien que existe un trénsito sedimentol6gico medio, que al presentar un equilibrio entre los volimenes

golidos que ingresan al cauce y los que el escurrimiento es capaz de transportar, no altera ni la
pdiente, ni las cotas de fondo del cauce.

Para cuantificar la evolucién del lecho, el modelo resuelve 1a continuidad del sedimento pero
gin considerar fenémenos de acorazamiento. Para el c4lculo de las tasas de transporte de sedimentos,
¢l modelo trabaja con las siguientes férmulas:

= Meyer-Peter y Miiller (M-PyM)  (1948)

- Engelund-Hansen (E-H) (1967)

La primera de ellas, considera que s6lo existe arrastre de fondo y la segunda, que en el tramo
de estudio hay transporte total, esto es, arrastre de fondo y suspensién.

De acuerdo al criterio de Maza Alvarez (1988), en cuyo modelo se basa fundamentalmente el

ente trabajo, el transporte asociado a un determinado cauce estar4 determinado por el parimetro
de estabilidad de Shields (8’); de esta forma si 8’ es mayor a 0,3 existe transporte total y por lo tanto

deberd ocuparsc la férmula de Engelund-Hansen, en caso contrario ( 8’ < 0,3), s6lo se verifica
transporte de fondo y el gasto s6lido es calculado segtin Meyer-Peter y Miiller.

3.- FORMULAS DE TRANSPORTE DE SEDIMENTOS UTILIZADAS

En el modelo desarrollado en este trabajo se ha considerado la posibilidad de utilizar las
férmulas de Meyer-Peter y Miiller y Engelund-Hansen. A continuacién se presentan sus expresiones:

3.1.- FORMULA DE MEYER-PETER Y MULLER

Esta férmula fue publicada en 1948 y sirve para cuantificar el arrastre en la capa de fondo. En
su forma extendida tiene la siguiente expresién (Maza, 1987):

1. 1.5
Os=88(9Ad,3)°"[(i‘El)s-ah—i—o.on] (1)
donde: _
Q, arrastre en la capa de fondo. (m3/s)
b ancho de la superficie libre. (m)
B ancho del fondo, donde ocurre transporte. (m)
d, didmetro del material de fondo. (m)
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n rugosidad asociada a las particulas.
n rugosidad del lecho segin Manning.
J pendiente hidriulica.

U velocidad media del flujo (m/s).

A s-1.

3.2.- FORMULA DE ENGELUND-HANSEN

Esta férmula fue publicada en 1967, y con ella se puede calcular el arrastre de fondo y
suspensi6n del transporte de sedimentos.

1
. =¢0,8b(Agd)y)? (2)
donde:
e/. hJ
A dg, €)]
5
f$=0,1073 @
=29hyg
£ e ®)

q,, corresponde al gasto s6lido de fondo y suspensién en m*/s por metro de ancho. Es decir, para
obtener el transporte total en volumen aparente, debe considerarse el ancho de acarreo y laporosidad:
q.0,8Db

% Ti=py ©

donde p porosidad del lecho ( p = e/(1+e), e = indice de huecos)

La férmula se desarroll6 sobre la base de ensayos en laboratorios con arenas uniformes de
didmetro d,, > 0,19 mm y desviacién standard 6 g< 1,6, y se ha observado que entrega resultados
bastante buenos cuando la carga en suspensi6n es alta (Breusers y Raudkivi, 1991).
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‘f FORMULACION DEL MODELO

A continuaci6n se presenta el desarrollo del modelo basado en el propuesto por Maza Alvarez

), €l cual se basa a su vez en el criterio seguido por Berezowsky y Lara seglin el modelo de

ickshandk y con aportes de Gracia y Aparicio (investigadores del Instituto de Ingenierfa de la
aversidad Nacional Auténoma de México).

41.- ECUACIONES BASE DEL MODELO MATEMATICO

Por las caracterfsticas del fen6meno a modelar, el sistema de ecuaciones diferenciales parciales
deberd considerar, con lasrespectivas esquematizaciones y simplificaciones, las siguientes condiciones

phsicas:

continuidad de la masa liquida.
continuidad de la masa de sedimento.
* conservacién del momentum.

En forma adicional, la fisica de la interaccién del escurrimiento con el cauce obliga a establecer
ecuaciones para representar dos aspectos fundamentales:

fricci6n entre el flujo y el lecho.
* tasa de transporte de sedimento.

Finalmente, debido a que la soluci6n del sistema de ecuaciones exige una técnica numérica, se
debe contar con ecuaciones que permitan acotar, por problemas de estabilidad y convergencia, lamalla
de discretizacion espacial y temporal, es decir:

¥ condicién de Courant hidriulica.
ks condicién de Courant sedimentol6gica.
A continuaci6n se detalla cada una de las ecuaciones utilizadas, asf como los criterios a que se
recurrié para su especificacion:
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4.1.1.- ECUACION DE CONTINUIDAD DEL LIQUIDO:

oh , 9 .
b.55+6x 0 M

Por tratarse de un escurrimiento con lecho mévil, y como el objetivo es obtener un modelo tantg
del escurrimiento como de la evolucién del fondo, es conveniente definir la altura de agua comg:

h=2z-2, ®)

con lo que finalmente la ecuacién de continuidad puede escribirse como:

z _ 0z 1 90 _
FowTE ®
donde:
Q gasto liquido (m?/s)
b : ancho de la superficie libre (m)
z, elevacién del fondo (m)
z elevaci6n de la superficie libre (m)

4.1.2.- ECUACION DE LA CONTINUIDAD DE SEDIMENTO

En forma aniloga a la continuidad de la masa liquida, es posible determinar la ecuacién para
la continuidad de la masa de sedimentos.

3z, 39,
BTC—"(l‘e) ox

=0 (10)

4.1.3.- ECUACION DE LA CONSERVACION DEL MOMENTUM
La ley de conservacién del momentum para flujo no permanente establece:
aQa.a(_Q_z)+gA%7-+gAS=0 an

9t Tx ' A X
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‘ 4.1.4- ECUACIONES COMPLEMENTARIAS

Las ecuaciones complementarias utilizadas en el modelo son:
a)‘ Friccion entre el Flujo y el Lecho
En el cdlculo de la pendiente hidrdulica J, se ha utilizado la fé6rmula de Mannin g:

- hz/s Jl/!
T 12

Para efecto del modelo desarrollado, se utiliza el pardmetro de rugosidad de Manning como
-gna rugosidad total o global.

b) Tasa de Transporte de Sedimentos
Idealmente el modelo se podria desarrollar para que funcione con varias férmulas distintas,
pero al incluir la fase hidréulica y sélida en un sistema cerrado o acoplado de ecuaciones, cada
formulacion para la tasa de transporte modifica el sistema de ecuaciones y, por ende, los términos
matriciales para la solucién numérica y computacional del mismo. Bajo esta consideraci6n, y para no
hacer demasiado extenso el trabajo, se opt6 por desarrollar dos modelos: uno con la férmulade M-PyM

y otro con la férmula de Engelund-Hansen (E-H).

¢) Condicion de Courant

La condicién de Courant es un criterio que permite asegurar la convergencia y estabilidad de
lasolucién numérica de un modelo matemético. En estricto rigor, esta condici6n se debe cumplir tanto
paralafasehidréulica como paralasedimentol6gica. Porlotanto, en los pasos explicitos dela soluci6n,
el criterio permite tener unarelacién entre los incrementos de tiempo y espacio. En el caso del presente
modelo, At deberi estar restringido en funcién del Ax escogido.

Al aplicar la condicién hidréulica de Courant, se obtuvo como resultado pasos de tiempo
extremadamente pequeiios. Tanto es asf que, al aplicarlos a casos précticos, es decir donde se requiere
conocer la respuesta morfol6gica en perfodos de meses o afios, se incurre en tiempos excesivos de

computacion.

No obstante la dificultad planteada, se encontr6 pertinente analizar el criterio de Courant pero
enfocado hacia la evolucién morfol6gica del fondo. Para esto, se adopt6 el criterio sedimentol6gico
de Courant de acuerdo con lo propuesto por el Danish Hydraulic Institute (DHI, 1991).

Aplicando este criterio se pudo constatar que los resultados obtenidos eran coherentes,
inclusive con los fines de aplicacién en ingenierfa, razén por la cual se opt6 por incorporar esta
condicién al modelo.
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De esta manera, pese a no tener implementado un Courant del flujo, el modelo sf tiene up
Courant sedimentolégico, lo que, en definitiva, concuerda con el principal objetivo de este trabajo y
se estimé que este criterio, para el modelo en desarrollo, es suficiente para limitar los pasos explicitog
de tiempo. A continuaci6n se presentan las formulaciones adoptadas para cada uno de los criteriog

mencionados anteriormente:
- Condicion Hidraulica de Courant

Segtin Koutitas (1983), el ndmero de Courant hidrdulico se define como:

_ At
Tl (13)

donde:

c=J9h (14)

con ¢ = celeridad de la onda.
Ademés para satisfacer el criterio de estabilidad se debe cumplir que A sea menor a la unidad,

esto es:

cAt
Ay S 1 (15)

-Condicién de Courant del Sedimento
Definiendo €l ndmero de Courant del sedimento (DHI, 1991) como:

o= oAt | 16)

donde la celeridad de la onda sedimentol6gica es:

- 1 3, 1
€= {i-p) 9zf 0,85b an

362

El incremento A t debe cumplir, para todo instante, la siguiente condicién:
0,8 bAx (1 - p)
E ag.
3z,

At <

(18)

4.2.- DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES MEDIANTE
DIFERENCIAS FINITAS

Aplicando el método de las diferencias finitas a las ecuaciones (9), (10) y (11), se obtiene una
solucién implicitaen el espacioy explicitaen el tiempo. Es decir, para cada instante de tiempo, pueden
calcularse para cada perfil los niveles de agua, de fondo, velocidades, y otros del tramo en estudio. Al
pasar al siguiente instante de tiempo, las ecuaciones antes enumeradas, m4s las condiciones de borde
,iniciales, deben ser resueltas nuevamente en forma simultinea, y asf sucesivamente.

«El sistema de ecuaciones resultante debe ser lineal -caso contrario, debe linealizarse- para
resolverlo por cualquier método tradicional. Por lo tanto, dadas las condiciones iniciales, de borde y
la geometria del cauce, es posible determinar los niveles y velocidades de la propagaci6n del flujoen
sucesivos intervalos de tiempo, a través de un sistema de ecuaciones, que resuelve las fases hidraulica
y sedimentol6gica en forma simultdnea.

4.2.1.- DISCRETIZACION

Segiin el valor de 6, factor de peso, el método puede clasificarse como totalmente explicito (9
=0) o totalmente implicito (= 1), de la préictica si 8 se encuentraentre 0,5y 1 el método es implicito.
Con el objeto de no extenderse en resoluciones matemaéticas intermedias, se presenta a continuacién
¢l sistemna final que es preciso resolver.

k1= =% (19)

a) Ecuacién de Continuidad de Liquido
Las ecuaciones de continuidad pueden expresarse mediante el siguiente sistema de coeficientes:
ki, AQ,,, +K2, Azf,,, +k3; Az,,, +k4, AQ, +k5, Azf, +ké, Az, = k7,
(20)
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donde:
o« 17 0
k2, = -1 @1 el + W I (T) * ('69‘" “a" ] ¢2)
k3, =1 22) 90 50
N6, = - W, [ (X o+ (s (98
| 1 1 T { ) 1( ah) ] (33)
;‘ k4, = - ki, (X))
. - M
ks = -1 (24) M= g O n) ©9
k6, =1 @5 eont
y ) W, - QAL (1+0)
- 2 At - fexe & =
K7 = e (00~ O ) (26) .
¢) Ecuacién de Cantidad de Movimiento
Para la cantidad de movimiento se llega a: (36)

b) Ecuacién de la Continuidad de Sedimento

Del mismo modo los términos de esta ecuacién se pueden expresar como :
Mli AQ‘ 1 +M21 Azfi 1 +M3 AZ +M4 A

. + 1 141 1 01 +M5, Azf, +M6, Az, = M7
N1, AQ,., *N2, Azf,,, +N3, Az,,, +Nd; AQ, +N5, Azf, +N6 Az, = N7, 1 1 B4t 1
donde estos nuevos coeficientes se definen por:

i

1 27

| donde, los coeficientes se definen seg(n:

Mi, =1 +gX; Ac8(95) . 4"“(9)‘

j: 3o’ 141 @7
a0, a0

i N1,z = W, [ (=2) ( ) + (=) ] (28)

| —5— 2 0 B M2, = -g6 A At (T)xu (38)
i
I
! . ) 30 s '

1 ¥ - W [ (== ah.)j.l + (52 35')1.1(517)1.1] 29) gGAi At [T+(3..)1.1] (39)

(40)

F = - Ac Q aS

i Fe) 30, M&, =1-480 (D, rgmoae (g,

i‘ ‘ N3, =W, | (_57'!)1'; + (_33_)1.1(-35)1.; ] (30)

41)
H M5, = - erAt(aS) (

} L 0, 30 1 g 1 35’1

"} : N4, W, [ (T) (36) (—aa!) s ] 31) |
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My = g0 At (-2 +(5) (42)

24t 2 2 +
--—A_X_[(_QA—)‘d-(%) i] - gA; At(S1,*Sy) 43)

4.3.- METODOLOGIA DE SOLUCION DEL MODELO

Inicialmente se subdivide el tramo en estudio en secciones transversales, numeradas desde
aguas arriba hacia aguas abajo. Cada perfil esta representado por tres ecuaciones que corresponden
al sistema de diferencias finitas por lo tanto, en total se tienen 3i ecuaciones -donde i representa el
ndmero total de secciones-.

Como también deben considerarse los extremos del tramo, el sistema se resuelve aplicando

tres ecuaciones de borde: dos en el primer perfil aguas arriba y una en el extremo final aguas
abajo; por lo tanto se tienen en total 3i - 3 inc6gnitas. Lo anterior se justifica teniendo presente que

el escurrimiento subcritico se controla aguas abajo.
Las condiciones de borde utilizadas con mayor frecuencia son:

a) Borde aguas arriba (i=1)

a.l  Seconocen los gastos de entrada en funcién del tiempo, esto es el hidrograma
Q=Q)

a2  Seconoce la granulometria, con lo cual se tiene el sedimentograma y por ende €l

gasto s6lido de entrada, en funci6n del tiempo, esto es Q,=Q,®

b) Borde aguas abajo (i=ns)
b1  Seconoce la elevacién de la superficie libre del escurrimiento z, esto es z = z(t)
Dea.ly b.1 se obtienen directamente AQ y Az en el primer instante, es decir para t=0.
De a.2 se tiene AQs,' conocido, por lo tanto se conoce el gasto s6lido para el perfil 1 en

cualquier instante.

Por otro lado:
(44)

A0, (5) = 0,(F *+ 1) = 0,,(3)
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Ecuaci6n que al expresarla en funcién de las férmulas de transporte de sedimento
seleccionadas, y teniendo presente la condicién de borde a.2, se obtiene finalmente una relacién
entre 1a elevacion de la superficie libre z y el nivel de fondo zf, para la primera secci6n en
cualquier tiempo.

En la resoluci6n del sistema de ecuaciones formado por 19 27 y 34 y las condiciones de
porde, surge la dificultad que éste no es lineal, pues aparecen términos en funcién de las incégnitas
del instante siguiente (t+1). Para obviar este problema se recurre a un algoritmo de iteraci6n, segtn

se explica a continuacién.

Para resolver el sistema se debe seguir el siguiente procedimiento:

-Se conocen las condiciones iniciales en todo el tramo, es decir, se conocen el gasto liquido
Q, la elevaci6n de la superficie libre de agua z, y 1a elevaci6n del fondo del cauce zf en el instante
=0, para cada seccién transversal.

-Con lo anterior se evaldan los coeficientes (K, M y N) de las ecuaciones 19, 27 y 34 como
funcién de las variables evaluadas en el instante t=0, con lo cual el sistema de ecuaciones es lineal
y puede resolverse.

-Esta primera aproximacién permite obtener una soluci6n tentativa, con la cual se actualizan
nuevamente los coeficientes y se vuelve a iterar. Este procedimiento se repite hasta obtener un
error menor a una cierta tolerancia, con lo cual se puede asegurar que el sistema ha cbnvergido y
por ende pasar al tiempo siguiente.

Para solucionar el sistema de ecuaciones se utilizé el método de Gauss Jordan, con lo cual,
para la mayoria de los casos solo se necesitan tres o cuatro iteraciones.

-Una vez obtenido los incrementos AQ, Az, Azf, en las variables Q, z y Zf, respectivamente,
se calculan las nuevas variables en el instante siguiente con:

0 = of + Ag, @s)
z{" = z] + Az, (46)
z£{*t = zf] + Azf, A

valores con los cuales se avanza al siguiente instante y asi sucesivamente.
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Respecto a los valores de los factores de peso, se adopt6 la recomendacién de Maza (1988).

Esto es:
a =0 ‘ 6 (48)

en las ecuaciones de continuidad del liquido y cantidad de movimiento, y
¥=0,8 (49)

en las ecuaciones de continuidad de sedimento.

Debe hacerse notar que si en la ecuacién de continuidad de sedimento, el segundo término
es nulo y se usa y = 0.5, resulia Azf, | = Az, que no corresponde al problema fisico, por ello se ha
utilizado y = 0.8.

5.- CONCLUSIONES

El flujo de un curso fluvial y su interaccion morfolégica puede ser descrito, de acuerdo con
el método desarrollado, por un sistema lineal de ecuaciones que tiene solucién. El modelo puede
funcionar con cualquier férmula de transporte de sedimento, pero €s necesario tener presenfe, que
al incluir la fase hidr4ulica y s6lida cn un sistema cerrado de ecuaciones, los términos del sistema
de ecuaciones son dependientes de la férmula usada. Fue suficiente para asegurar la estabilidad
numérica, la utilizaci6n del criterio sedimentol6gico propuesto por el DHI, que limitan los pasos

explicitos del tiempo.
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