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En este trabajo se presenta la aplicacidn de un algoritmo
de transporte de masas basado en el enfogue Euleriano-lagrangiano,
para modelar el efecto gque produce un trangue de relaves en las
aguas subterrdneas, En el proceso de calibracidn se han utilizado
andlisis gquimicos de pozos y norias de la zona correspondientes a
campafias de terreno realizadas para complementar la informacidn
histdrica digponible.

Pudo demostrarse que en este tipo de sistemas, ademds de
las filtraciones desde el muro del embalse, existe un efecto
importante de las filtraciones producidas a través del lecho del
rio.

Dado gue en esta aplicacién no han side considerados los
factores que tienden a atenuar el avance de solutos en suelos
finos, tales como la adsorcién v el transporte a través de la zona
no saturada, les resultados de la prediccidn del comportamiento de
este sistema tienden a sobreestimar las concentraciones a lo larga
del tiempo. Para un andlisis més realista del preoceso, seria
conveniente incorporar estos aspectos en la modelacidn,
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1. INTRODUCCION

El estudio del movimientoc e interaccidn de sustancias en flujos de
agua bBubterrdnea ha recibido especial atencidén en los dltimos afics, puestc gue
su origen puede representar una fuente de ceontaminacidn del recursc hidrico
subterraneo. En efecto, el uso excemive de fertilizantes y pesticidas en la
agricultura, la disposicién de efluentes industriales y la infiltracién de aguas
provenientes de relaves de la mineria, seon algunag de las numerosas fuentes de
contaminacién posibles.

Con el fin de legrar una efectiva evaluacidn del efecto de sustancias
introducidas natural o artificialmente en el agua pubterrdnea, se requiere
modelar matemdticamente el fenémeno correspondiente al trasporte de masas en un
medio poroso permeable, para lo cual es necesario plantear modelos confiables v
flexibles, de manera gue sus resultados reflejen lo mejor posible el nivel de
alteracién gque puedan sufrir las aguas bajo diferentes condiciones y a través dal
tiempo.

El andlisis mds general del fendmeno debe inciuir las reaccionas
quimicas gue ocurren entre el soluto, la solucién {agua y soluto} y el suelo.
Ello, junto con lap complejidades de un proklema real, hacen gue la solucién
analitica de las ecuaciones que gobiernan el problema resulte pricticamante
impoaible, siende mds factible su resolucidn numérica.

La mayor parte de los méteodos numéricos convencionales para resolver
la ecuacién de adveccidn-dispersién pueden ser clasificados en dos grandes
categorias, Eulerianos o Lagrangiancs, dependiendo del énfasis gue se hace en la
naturaleza hiperbdlica o parabdlica de la ecuacién de transporte d= soluto. Un
tercer grupo de métcdos de resolucién corresponde a los denominados Euleriana-
Lagrangianos, los gue hacen uso de las ventajas principales gue cada uno de los
anteriores presenta en la resolucidén de ia ecuacidén diferencial gue gobierna el

proceso de transporte.

En el presente trabajo se muestra la aplicagidn a un caso real de un
modelo ya desarrollado ¥y wvalidado con casos tedriceos (Espinoza, Cabrera y
Andrade, 1992). El problema de aplicacién se refiere al estudio del impacto que
genaxra en las aguas subterrdneas de tina cuenca pequefia ubicada al Sur-Oeste de
Santiago el emplazamiente de un 4ranque de relaves provenientes de la actividad
residual de uno de los principales minerales de cobre del pais.

2. METODOS DE SOLUCION
Los métodos de tipo Euleriano resuelven la ecuacién de transporte

utilizando una malla de discretizacién espacial £ija, aplicando un esguema
numdrice tipo diferencias finitas ¢ elementos finitos fundamentalmente.
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Ultimamente se ha tenido la creencia de gue una aproximacidn
Euleriana, gue tipicamente presenta prohlemas de convergeneia, estabilidad y
digpersién numérica, especialmente en la zopna del frente de la nube de
dispersién, puede ser mejorada por medie del veo de técnicas de elementos finitos
de alto ordan. No abatante, para problemas reales, estas téendeas no zon de faecil
y factible aplicacifn, por lo cual su uso es limitado.

De acuerdo con io anterior se hace interesante examinar los métodos
Lagrangianos que se basan en una grilla deformable o en una grilla fija en
coordenadas deformables, scbre la cual se resuelve la ecunacidn, separdndose la
componente advectiva de la dispersiva. De esta manera, las ecvacicnes de
elementos finitos se liberan del término advective, transformindome ean un
precblema de tipo netamente dispersivo de relativamente buena resolucitdn con
cralquier método numérice. Sin embargo, aunque los métodos Lagrangianos son en
muchos aspectos mids poderosos gue las técnicas Eulerianas, ellos gufren de varias
iimitaciones. En efeckto, la existencia de interfases entre zonas de distinta
permeabilidad, en las cuales el movimiento de puntos nodales a través de dichas
interfases puede ecausar difiepltades en el manejo de los pardmetros de la
ecuacidn, aspecialmente si la adsorcidn y las reacciones guimicas son
importantes, es una de fus limitaciones. Dicho movimiento puede conducir a
importantes deformaciones de la grilla dehido a la refraccidén de las lineas de
corriente entre medios distintos y conduciendo a errores e inestabilidad

numérica.

La revisidn bibliogrifica de los métodos Euleriano«Lagrangiancs
condujo, en una primera etapa de la investigacidn al desarrolle de un modelo
{Espinoza, Cabrera y Andrade, 19%2) wvalidado tedricamente con excelentes
resultades y perspectivas para su aplicacidén practica, objetivo principal del
presense trabajo.

3. HMOBELQO NUMERICO EMPLEADOQ
3.1 Congideraciones Generaies

El esgquema numérico cansiste, en su componente Lagrangiana, en hacer
uso del seguimiento ée partfcunlas mediante el método de las caracteristicas y
baje eriterios gue permiten obtener la variacidn de la componente advectiva de
la concentracidén, Posterior a esta, las concentraciones advectivas se proyectan
scbre unma grilla fija de elementos finitos, con lo cual y mediante un métedo
Euleriano tradicional de tipo residual, ase resvelve al problema dispersive,
ohteniéndose la concentracidn £inal de cada nuwido de la grilla en cada intervalo
de tiempo.

La ecuacidn de transporte de masas puede ser desarrollada de tal modo
gue incluya ademin de los proceses de adveccidn y dispersidn tradicionales, los
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efectos de retardo en el transporte del soluto, a través de la adsoreién,
reacciones guimicas, transformaciones hioldgicas o decaimientos radioactivos.
Ademas de lo 'anterior, es conveniente extender la ecuacién de modo que guede
incorporada la posibilidad que existan recargas de soluto, o pozos en los cuales
1a extraccién incluya la presencia de soluto.

tConsiderande lo anterior, la ecuacién de transporte de masas puede
ser escrita mediante la siguiente axprenidn:

(145 &5 V(0 Vo-ve) - de v g {1}
donde V : Operador Gradignte, ¢ : comcentracidn, t : tiempa, D : Tensor de
dispersién hidrodinamica; v : vector velocidad del flujo; s coeficiente de

ratardo; A : ecoeficiente de decaimiento radicactive; q : concentracidn del scluto
considerado en las fuentes o pozos por unidad de tiempo.
- El factor de retardo se define como:

_ 1-m p, Ky
n

(2)

donde n : porosidad efectiva del medio; p, : densidad del sélide del medio
porose; Ky ¢ coeficiente de distribucidn.

- Los pardmetros de {1}, debe satimfacer, 5 = 0 ¥ AL =0,

La ecuacién de transporte de masas (1) puede ser transformada a
coordenadas Lagrangianas mediante el uso de la derivada hidrodindmica o derivada
material. De acuerdo a esto, se puede reescribir la ecvacién en su forma
Lagrangiana de esta forma:

o, .85 _y(pve) - fer g {3)

en que f=V:vseld

para el desarrollo de estas ecuacicnes, es conveniente hacer una
descomposicién de la concentracidn en términos de la concentracién producto del
transporte advective y del transporte dispersive, de tal forma, gque la
concentracidn total sea igual a la suma de ambas. Para lograr que la
concentracién advectiva no varie por provesos dispersives, se hace nula la
derivada material de la caoncentracidn advectiva, lo gue significa que la
concentracién de una particula gue es trasladada per la linea de corriente
correspondiente, no varia producto de su movimiento. Para resolver el problema
advectivo-dispersivo se debe, en primer término, abordar el problema advectivo,
para luego de haberle resuelte, utilizar la ecuacidn Lagrangiama {3) para la
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obtencién directa de la concentracién total c, considerande las valores ya
obtenidos de la concentracidn advectiva.

1.2 Eaquema Numérico
Primeramente e resuelve el problema advectivo, de tal forwa, gue si

en el instante de tiempa t, ya se conoce la concentraeién total c, y se demea
obtener la concentracién en el instante t, , ., Se debe hacer las siguientes

apignacionesn:

Tlx, bp) = cfx, ty} ¥ c{x, ) =0 €3]

Luego se resuelve el problema advectivo propiamente tal, mediante un
método de seguimiento de particulas adecuado, para asi obtener cix,t,,}. A
continuacidn se resuslve el problema dispersivo, dado paor la ecuacién (3), para
la ohtencién de la concentracidn total mediante algiin esquema numérico, como por
ejemplo el de elementos finitos. Finalmente ge wvuelve a proyectar estos
regultados sobre las particulas gue se utilizarén para resolver el problema

advactivo del siguiente intervalo de tiempo.

La grilla de elementos finitos tiene elementos triangulares con
funciones de interpolacién lineales de tal forma que la concentracién quede
expresada por ia siguiente aproximacidn:

Z {5}
clx, ) = eFlx, e =; EslX eyl
3

donde N : nimerc de nodos de la grilia; e concentracidn del nodo j; EJ B

funcién de interpolacidn asociada al nudo j.

a) Problema Advectivo

Para el seguimiento de particulas se utilizan dos métodos. En ia
totalidad de la grilla, se usa el método derominade "Paso (nice hacia atréds", y
en las zonas con fuertes gradientes de concentracidn (frente de la nube de
solute) , en las cuales el "Faso inico hacia atxrds" es insatisfactorio, se usa un
rSeguimiento continue de particulas hacia adelante", gue entrega mejores
regultados en esas zonas.

h) Problema Dispersivo

Para el problema dispersive, se sigue el procedimiento tradiciopal
de hacer uso del métedo residual de Galerkin acoplado con una malla de elementes
fipitaos (Cabrera y Marifie, 19758}. En este casc particulary, el operader
diferencial gue se utiliza corresponde a la scuacién (3).
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Lz aplicacién de la metodologia conduce a la ecuacidn matricial que

se indica en (&):

[A+F+ﬁ(l¢+s)][c"‘):9+ﬁ(wl*cl+slc")) {5}

La ecuacién (6) proporciona entonces un sistema matricial, el cual
al ser resuelto entrega los N valores de la concentracién (c“‘) para 21 instante

t, Las matrices A, F, W y B quedan definidar de la siguiente forma:

K+l
Ay = [ DVE, - VR {7a)
Py = [ EE&gdR = [ (Ve v+ Q) Eif0R (7h}
Wy = by [ EudR 17e)
Spy = By fk SE,dR [(7d)

En lo que respecta al lado derecho de la ecuacién (6], los téxminos
quedan expresados como sigue A continuacidn:
-  Q es un vector de range N, gue queda como: @ = [p gf; dR
- c* es un vector de orden N que contiens los N valores de la concentracién
total en el instante t,
- ks ag un vector de orden N gue contiene los N valores de la concentracidn
advectiva I‘CJ del instante t, .

4. APLICACION EN CASO REAL
4.3 Caracterizacién de la Zaoma

El wmpdelo se ha aplicado a una zona de 10 Em de extensidn,
esquemstizada en la figura N°1, en la cual se pusde ver la presencia de un
embalse de relaves en una garganta del rio A, afluente del rio B.

Log niveles fredticos naturales en el &rea se presentan a unos 3 m.
de profundidad en el valle del rio A ¥y un poco mis superficiales en el valle del
rio B, y varian a lo largo del afio, en un rango aproximadamente de 1 m. segin las
pracipitaciones.

El acuifero eatd compuesto por arenas finas y por algin contenido de
material mds fino, formacidn tipica de este tipo de cuencas pluviales pequefias,
v tiene upa potencia estimada de algunas decenas de metros, La zona del valle del
rio A tieme una escasa actividad agricola de riego, perc en el valle del rio B

égta adquiers mayor importancia.

340



En el drea de estudio existen norias y sondajes de los guales algunos
fuercn escegidos para la utilizacién del modelo, Se han caracterizado
permeabilidades en el rango de 9 x 1wéa/sy 4 x 107 m/s para el vaile del rio
A y entre 3 x 1wimsy 2% 10 m/s en 21 valle del ric B, aguas arriba de la
confluencia, misntras gque aguas abajo puede llegar hasta 7 2 10" m/s y hasta
7 x 10°% m/s en sectores alejades del lecho del rio. El coeficiente de
almacenamiento, dados gue las napas eatdn en condiciones rconfinadas y
semiconfinadas, se ha estimado que waria entre 0.005 y 0.010.

Para la aplicaridn del algoritmo desarrollado, #e ha escogi&n al
anién puilfato como pardmetro de estudio, cuya concentracién en las aguas
pubterrineas nmaturales en la zona varfia entre 5 mg/l y 50 mg/l en ambos valles,
presentdndose eso =i, mAE cercanas al valor minimo en el vaile del rio A.

4.2 Aplicacidén a la Zgna de Eatudio
La metodologia para la aplicacién del modelo consistid en elegir un

sondaje para realizar el ajuste del tensor de dispersidn hidrodindmica para
despuss generar concentraciones con el models en otros sondajes y norias gue
fueron muestreados en campafas a terreno. Se ha supuesto inicialmente cque el
aumento de concentracién de solutos en la napa proviene exclugivamente de las

filtrawiones a través del trangue de relaves.

Se ha epcogido asf, el sondaje 3 ubicado a 2.200 m. aguas abajwo de
la confluencia de loa rios A y B, en virtud de gue para este sondaje se sumd a
la informaelén recogida en terreno, los datos histdricos facilitados por la
Direccién General de Aguas, sgeqin andlisis quimicos realizados desde el afio 1985,
Al graficar las coneentraciones de sulfatcs en este punto en funcidn del tiempo,
se puede apreciar en forma clara una tendencia al alza a partir del afic 1907,
fecha de la puesta en marcha del tranque de relaves.

Sobre la base del aumente del contenide de sulfatos en el agua de
este pozo, se determinaron valores para el tensor de dispersifn hidrodindmica que
incluidos en el modelo reprodujeras o tuviesen un mejor ajuste a 1las

concentraciones analizadas.

Egtos valorea encontrados a través de pruebas sucesivas en la
operacidn el modelo para intervales de tiempo de 1 mes, reaultaron ser del ordern
de 2 x 107" mi/s para los términes de la diagonal del tensor de dispersién y de
4 x 1073 mt/a para el resto. Esta calibracifn corresponde al caso 1 {figura N"z}.

Al comparar los valores modelados en los puntos representativos del

reatc de los sondajes y norias con andliais duimicoa dimgponibles (figuras N"4,
N°5, N°6 y N*7), se cbservd gue las dispersiones resultaron demasiado altas,
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excepto en el condaje 4 ¥y en la noria 1 {figuras N°& y N°7 respectivamente), no
reproduciendoc en ningunc de los casecs los rangos ds conceatracicnes de las

muestras cbtenidas en terresno.

Lo anterior da origen a dos hipétesis posibles. La primera es que la
zona en estudio pusde tener valores para la dispersidn diversificadoa por
sectores notoriamente diferentes, para lo cual se haria necesario una calibracidn
del modelo para cada uno de estGs sectores. La segunda se basa en al hecho de que
en el transporte de masas en la zona estudiada, pueden también adguirir
importancia las filtracionaes desde el lecho del rio hacia las napas subterrineas,
ademds de las filtraciones desde el embalse propiamente tal. Esta dGltima
hipétesis se veria avalada por las altas concentracienes de sulfatos determinadas
en diverscs puntce a lo largo del rio, a través de los analigis quimicos
realizados y habria sido también puntualizado por profesionales de la Direccidn
General de Aguas del M.0.F. hace algin tiempc.

Dado gue ambes valles tienen formacicnes geclégicas similares, se
trabaj6é en la calibracisn del modelo considerando también el efecto de las

filtraciones desde el rio.

A partir de la estadistica de caudales dispenible en una estacicn en
el rioc B, aguas abajo de la confluencia, se determiné el caudal por cada ric
segin el tamafio de las cuencas aportantes. Utilizando la informacién de estudios
prevics, se tomd en cuenta una concentracion de sulfatos desde el rio A, antes
del trangue de relaves de 15 mg/l y de 1500 mg/l para el caudal vertido por el
tranque, gue corresponde & 1.3 m/8, como promedic. La concentracidén propia del
rio B, se determind coms el promedio de los valoras obtenidos en ioS musstreos
realizados en terrenc y correspondidé a 48 mg/l1.

Efectuando balances de masa, s determinaron lag concentraciones en
el rio A entre el trangue y la confluencia, y en el ric B aguas abajo de la
misma. Los valores encontrados fueron 1020 mg/l y 601 mg/l, respectivamente.
Estos valores son comparables con los obtenidos en terreno como resultado de los
anilisis quimices efectuades scbre las muestras tomadas superficialmente desde

loB rios.

Los ries A y B fueron representados en la malla a través de los nudos
en secuencia cercancs, y los valores de concentracidn calculados se introdunjeron
en el modelo imponiendc sobre estos nudos representativos, candicienes de borde
del tipo Dirichlet de concentracién constante y conoccida.

Se procedid a calibrar el modelo en esta nueva situacién, que se
dencminé caso 2, de la misma forma en gque se calibrd para el caso 1, esto es,
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utilizando el sondaje 3, y los valores encontrados rasuitaron ser del orden de
1x 10°3 m?/s para los términos de la diagonal del tensor de dispersidn y de 1.5
x 10°% mi/s para sl resto (figura N°3).

Utilizando estos valores para el resto de los Bsondajes con
informacién disponible se encontré gque el modelo reproduce la tendencia de los
valores muestreados en otros sondajes y norias (figuras N®4, N°5, N"6 y N°7),
exceptuando nuevamente las muestras correspcrdisntes al sondaje 4 (figura N"§),
an el cual los valores modelados sobreestiman los de los andlisis guimicos, al
igual gue en el casc 1. Esto tiene respuspta dada la gran altura con respecto al
lecha del rio en la cual se wbica este sondaje, de lo gque me puede deducirz gue
no se encuentra afectado ni por las filtraciones desde el embalse, ni par las

filtraciones desde el rio.

Es posible observar ademds, que el modelo gS& comparta en forma
estable en cuanto a lgs valores generadod en cualguier sector de la zona

estudiada.

Apiieando el modelo para un periode de tiempo de 80 afios, comparable
con el periodo de vida {itil pronosticado para el trangue, ed posible efectuar una
prediccidén en la zona de eatudio. Estos resultades puedan apreciarse en las

figuras N®B, N°5 y N°10.

5. CONCLUSIONES ¥ RECOMENDACIONES
En el presenta trabajo se ha utilizado un algoritmo basada an el

enfogque Eulerisno-Lagrangiano, gque supera 1os problemas de inestabilidad
caracteristicos de lon enfogues tradicionales, para modelar el transporte de un
soluto en una zona nbicada aguas abajo de un embalse de relaves.

'

La wutilizacién del modelo para este gaso hace resaltar su
versatilidad en cuanto a su aplicacién. Asi, este algoritmo resulta recomendable
para cualguier tipo de sistemas reales con condiciones de borde bien definidas,

sin ofrecer problemas de operacidm.

En cuanto a este caso particular, ha sido posible establecer gue en
la zona estudiada, ademds de considerar las filtraciones desde el muro, es
jimportante tener en cuenta el efecto de ias filtraciomes desde el lecho del rio,
tomando en consideracién el ajuste gue ge realizd utilizando los valores de la
concentracién obtenidos a partir de andlieis guimicos. Al despreciar este efecto,
se retarda el aumento de la conrcentracidn en el acuifero y el modelo no es capaz

de representar en forma satisfactoria los valores de las concentraciones medidas.
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Sin embargo, al analizar los resultados cbtenidos para la proyeccidn
a una gituacidén futura, debe tenerse en cuenta que no fue considerado el efecto
de la adsorcidn (coeficiente de retardacién s=0). Es recomendahle entonces,
realizar estudios especificos para la cuantificacién del coeficiente 8 en la zona
a modelar y, lo gue provocard la atenuacién de los efectoa observados en aesta
aplicacién, situacién que puede ser considerata como mds realista.

Es importante mencionar ademis, que convendria medelar en sentido
vertical, considerando asi el medio poroso no saturado, ya gue de este modo se
tendria una mejor representacidn del problema. Para elle, tendrd gran importansia
la informacidén directa de terreno en cuanto a las experiencilas con suelos tante
en laboratoric camo en terreno, en que #e analiza el comportamiento de solutos

mediante pruebas de infiltracidn.

En este sentide, un modela de transporte de masas en medios ne
saturades siguiendo la aproximacidn Euleriana-Lagrangiana ha sido ya wvalidado
tedricamente (Matthey, Cabrera y Pérez, 19%1).
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FIGURA K%
ESQUEMA DEL SISTEMA ES5TUDIADO
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FIGURA
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FIGURA N2 7
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FIGURA HE 9
PROYECCION FUTURA EN SOHDAGE 3
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