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RESUMEN

Los modelos estocdsticos de series cronoldgicas han sido utilizados para la
simulacidn de sistemas de aprovechamiento de recursos hidricos, el prondslico de
caudales a corto plazo, la estimacion de recursos y otras aplicaciones practlicas
diversas. Sin embargo, la mayor parie de las aplicaciones se refleren a modelos
lineales simples, los que presentan cierlas iimitaciones. En este arlfculo se muestran
los modelos de funciones de transferencia no lineales del tipo de umbral para
representar el efecto de las precipitaciones en los caudales de una cuenca. Los
modelos no lineales aparecen especialmente atractives para representar sitvaciones
tipicas del ciclo hidrolégico como son |a infillracion v la separacién de precipitacion
nival o pluvial scbre una cuenca. Se analizan métodos para detectar las variables
que influyen en la nolinealidad y la forma de incorporarlas en la modelacién. Se
muestran ejemplos de idenlificacin, ajuste y seleccidn en el caso de prbcesos de
precipitacion escorrentia y se aplican estos modelos al prondstico de caudales en
algunas cuencas de la zona central de Chile.
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I INTRODUCCION

Los modelos estocasicos permilen representar fas propiedades estadisticas
bdsicas da las series cronoldgicas con una gran economia de parametros. Este tipa
de medelos han sido empleados en hidrologia para la simulacion de series tipicas de
caudales, el pronéstico a corto plazo y la transferencia de informacion, ademas del
andlisls sistemdatico de los procesos involucrados. Estos modelos han evolucionado
desde los mds sencillos que consideraban relaciones lineales de una variable
normaimente distribuida, hasta modelos de varias variables, no lineales y no
normales.

Entre los modelos mencionados, ias funcionas de transferencia, FT, ocupan
un lugar de interés ya gue permiten poner de manifiesto la relacion entre las series de
excitacian de un sistema y su respuesta. Estos modelos, ya \ipicos en Ia litearatura de
series cronoldgicas (Box y Jenkins, 1976; Sanchez Pefa, 1977, Brockwell y Davis
{1988), han sido utilizados en ingenieria hidrdulica en la modelacién de gastos por
Snorraron et al. {1984) asi como la de sedimentos en rios, Lemke (1891). En Chile se
han empleado coma modelos de prondstoco de caudales horarios por Vargas &t al.
(1989) y también para la caraclerizacion de la respugesta de una cuanca frente a
sequias meteoroldgicas, Fernéndez (1991), la estimacidn de estadisticas de caudales
en cuencas con poca informacion, Fernandez et al. (1892), Fernandez y Pizarro
(1993).

En estos casos el esguema general consiste en establecer una relacidn
tineal simple entre la variable de respuesta, gl escurrimienio de una cuenca (o
precipitacion efectiva), y una serie de excitacion, como es la precipitacidn total sobre
slla. Sin embargo, el proceso de transformacidn de la fluvia en escorrentia €5 un
proceso esencialmente no lineal, debido, enire otras razones, al efecto de la
infiliracién o a la separacion entre precipitacion solida y liquida. Esic hace suponer
gue algunas variables meteorologicas juegan un papel importante en la
determinacién de la no linealidad del sistema. Es asi coma. por gjemplo, &
temperatura del aire en el momento en que se produce la precipitacion separa la
cuanca en dos, una sobre al cual el escurrimienic es inmediato de otra sgbre la cual la
precipilacién se almacena en forma solida. También el estado de humedad del suelo
puede condicionar el monio de Ia precipitacion que se infiltra, no participando del
escurrimiento inmediato.
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El objetivo de este trabajo es explarar la aplicacion de un tipo especial de
Funciones de Transferancia no lineales, las denominadas de umbral, FTU, poniendo
esfasls en la Identificacidn, estimacion y seleccidn de los modelos,

[L. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA NO LINEALES
a) Descripcién.

Entre los modelos de transferencia no lineales disponibles en la literatura
lécnica especializada aparecen coma interesantes para su uso en hidrologia los
denominados modelos de umbral {Tong, 1883; Tong et al., 1985, Tabios, 1984). Estos
consisien en separar la relacian no lineal por ramoes, 0 regiones, al interior de cada
una de las cuales se puede supaner que el proceso es lineal. Los limites de cada
regidn se designan como umbrales, ¥ dan el nombre a este tipo de modelos. Si blen
tedricamente no existen restricciones para el ndmere de regiones, en la pricliea, para
evilar una cantidad excesiva de pardmetros, y obtener modelos parsimonioses, asf
como disponer de una cantidad adecuada de datos en cada regidn para la estimacion
de pardmetros, se recomienda utitizar pocas regicnes, por ejemplo no mds de tres o
cuairo.

Un caso de inferés prdctico en hidrologia consiste en relacionar, medianie
una funcidn de transterencia, las precipitaciones efectivas producidas por una cuenca
en et dia t, Q, teniendo como variable exdgena la precipitacidn total sobre ella, Pi. Se
trala entonces de una funcidn de transferencia entre la serie temporal de las
precipitaciones y la de los caudales. Una funcidn de transferencia que contiene r
términos autorregresivos de la misma variable, s érminos de la variable exdgena con
un desfase b, se designa en general como una FT(r,s,b) y de manera condensada se
expresa como:

8(B) Q= ws(B) BY Pr+ Ny {1)

donde &:(B) y ws{B) son polinomios en B de orden r y s respectivamenie, siendo B el
operador de retardo tal que B X; = X, con la siguienie convencidn:

& (B) =1-8B-8;B2- ...~ § B

w: (B)= wp- wyB- wz B2-...- w; B 2}
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Por ejemplo un madele FT(1,1.0) correspende a:
Q = 83 Qi+ wo Pt - o Pry + Ny (3)

Para considerar la no linelidad del proceso et modelo de umbral supone
que la serie Oy es la respuesta de un sistema compuesio, formado por varios
subsistemas denominados L(1), Li)..., LK) | todos ellos lineales. La seleccidn del
subsistema adecuado para cada situacion esté indicada por una sefnal, J,, que toma
valores 1, 2, ..., k. Generalmente fa variable aleatoria J; permanece constanie al
interior de ciertas limites, los umbrales, de una variable aleatoria observada. Usando
la notacién de Box y Jenkins (1976) para funciones de transierencia y la propuesta por
Tong et al. (1985), la versign de umbral de estos modelos se expresa como:

340 (B) Q= et (B) BY Py + N st I pertenace a Ry (4}

donde |; corresponde a la variable indicadora y, como as usual, §; ¥ ws son pclinomias
en B de orden r y s respectivamente, perc ahora sus coeficientes dependan de 12
region gue se considera. Cabe destacar que el orden r de 1&rminos autorregresivos,
asi como el s de excitaciones, puede también dependar de J. NP son series de
ruidos blancos indepandientes, cuyas propiedades estadisticas también dependen de
I, Este madelo se designard en adelante por FTU{K,r,5,b), donde K se refiere al
nimero de regiones consideradas y el resto al orden al interior de cada una.

Para identificar el tipo de modelo, asi coma para seleccionar los valores de
los umbrales adecuados en cada caso, Tong et al. (1985) propane comparar varios
modelos candidatos de acuerdo a una version medificada del Criterio de Informacidn
de Akaike, AIC, (Akaike, 1974). Este criterio modificado, que se denomina Criterio de
Informacion de Akalke Normalizado, NAIC, se estima para cada funcién de
transferencia no lineal coma:

NAIC= 2{ nj + Ln{ASS/n;) + 2kj) (5)

donde RSS; corresponde a la suma del cuadrado de los residuos del modelo del
subsistema j, k; la cantidad de pardmetros de dicho modelo y nj la cantidad de dalos
en la subregion. Después de varios ensayos con diferentes umbrales, o si se dispona
de varios modelas candidatos al interlor de cada regién can diferentes parametros, s2
selecciona por comparacién el que tenga el menor de los valores de NAIC.
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b) Identificacién del modelo vy estimacion de pardmetros.

Los procedimizntos de identificacion de medelos no lineales no astan muy
desarrolados. En general se propone mds gue una identificacion una seleccion entre
varios modelos candidatos en base a algun indicadar escogido de acuerdo al uso
posierior que se le dard al modelo. El prablema es que en el amplio abanico de las no
linelidades exislen varios modelos cuyos rasullados pueden ser parecidos. Para el
caso de modelos autoexcitadas, es decir aquellos en los cuales fa variable indicadora
es la misma variable modelada, aunque en instantes anterioras, Auestad y Tjestheim
(1990) proponen un método basado en la forma del grdfico del promedio y |a varianza
condicionada, Santa Cruz y Fermdndez (1993} utilizan este método para identificar -
modelos SETARMA {ARMA auloexcitados de umbral), vy lo aplican al caso de caudales
medios diarios de cuencas de la zona central de Chile. En este caso se pretende
exiender este métado para modelos FTU considerando el caso en que la variable
indicadora no sea [a modelada, es dacir modelos no autoexcitados.

En este caso se ha supuesto que el problema principal de identificacidn
consiste en diferenciar entre una funcion de transferencia lineal y su extension de
umbral. No se consideran oiros tipos de no linealidades. En los modelos de
Funciones de Transferencia intervienen, ademas de la variable modelada, los valores
de ella en estados anteriores y la variable exdgena que participan en la relacidn, y
otras variables que no participan de manera explicita en la FT. En {forma genérica se
puede poner:

X =FT(Y.2) ' (6)

donde Y representa estados anteriores de X, Z la varlable exdgena que participa y se
puade agregar W en represeniacién de otro tipo de variables. Entonces los gréfices
de medias y varianzas condicionadas de X para identificar FT lineales y FT de umbral
debieran tener la forma que se muestra en la Figura 1. Santa Cruz y Fermndndez (1993)
explican detalladamenie la forma en que se calculan las medias y varianzas
condicionadas.

Para el caso de FT lineales el promedio condicionado a los valores de
variables gue participan debe ser una recta de pendiente Gnica. Si se trata de una
FTU aparece un cambio de pendiente que diferencia los valores bajo y scobre sl
umbral. En caso de valores condicionados a estados anteriores de la misma variable,
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v, el cambio de pendisnte indica diferentas valores del polinemio &, mientras que en
el caso de cambio de pendiente en funcidn de la variable exégena indica diferencias
en los coelicientes del polinomio ws. En el caso de la varianza condicionada en lugar
de carnbios de pendiente aparecen distintos niveles. Si la varlable indicadora no
paiticipa en la FT, tanto el promedio como la varianza condicionados muestran niveles
constantes si la relacién es lineal y cambios de niveles si se trata de una FTU. En
estos graficos se observan ademas los umbrales correspondientes. Si bien en [a
figura se muestra el caso de un umbral, dos regiones, &s facil extenderlos al caso de
varias regiones.

EQD FTU VX FTU
FT FT
> -
YZ YZ

Figura 1.- Promedio condicionado, E(X), vy Varianza condicionada, V{X),
para FT lineales y de Umbral, FTU, en funcién de variables que participan en la FT.

En caso de deteclarse dos regiones en una variable indicadera se obtiene
una FTU con K=2. El umbral divide |a serfe en dos regiones. Una sobre y ofra bajo el
umbral. Si se pesentan dos regiones en cada una de dos variables indicadoras
entonces se trata de una FTU con K=4. Las dos series y los dos umbrales dividen a
serie en cuatro regiones, las que esgueméticamente se pueden representar:

A

Var.Ind 2

Umbral 24

.
Umbral 1 Var. ind 1

Figura 2. Convencién de zonas cuando se tignen dos variables indicadoras.
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Se usard esta convencién de regiones en los ejemplos posteriores.

Al interior de cada una de las regiones la seieccidn de los medelos, asf
como la estimacidn de sus pardmetros, s& realiza siguiendo los mismos
procedimientos desarrollados para los modelos lineales. Para cada subsistema se
toman los datos del subconjunto de informacidn disponible que pertenace a [a regidn,
definido porque la variable indicadora se encuentra al inlerior de los umbrales
respeclivos, y con ellos se procede a determinar e! orden del modelo y estimar los
pardmatros respectivos.

c) Andlisis, simulacién, estimacion y prondstico.

Las funcienes de transferencia no lineales preseniadas, al igual que [a
mayoria de los modelos estocdsticos de series cronoldgicas, pueden emplearse en el
andlisis de las series, la simulacion, estimacidn o transferencia de informacion entre la
excitacion y fa respuesta del sistema y en el prondstice de valores futuros, En aste
articulo se pone énfasis en su uso coma elementos de prondstico a corto plazo.

Las procesos de identificacion y estimacion de parémetras constituyen en si
una valiosa herramienta de anélisis de los procesos involucradeos, ya que permiten
identificar las caracteristicas relevantes de las serias que participan, definir umbrales
de activacion del proceso y establecer consecuencias cuantilativas enlre las sieries de
entrada y salida. Para funciones de transierencia entre saries de precipitacion y
escurrimiento este analisis entrega informacién valiosa sobre umbralas minimos de
lluvia para producir escurrimisnto significativo, tiempo de respuesta del sistema ante
excitaciones tipo impulso, coeficientes de escorrentia o ganancia y similares
(Ferngndez, 1990,1991). Su utilizacidn en simulacidn es una de las mds difundidas.
En este caso se supone que se dispone de series de las variables de excitacion y da
la variable indicadora, de manera que la FTU permite generar series sintélicas de la
variable respuesia.

Eluso de FT en estimacion o transterencia de informacién también ha sido
explorada, (Fernandez et al, 1992; Ferndndez y Pizarro, 1993). En este caso se
estiman las propiedadaes estadisticas da los caudales en funcién de los pardmetros
del modelo y de las propiedades de las series de precipitacion. Las FT lineales han
sido empleadas en pronostico a corto plazo de caudales ulilizando como variables de
entrada las precipilaciones o los gastos aguas arriba de la seccion de prondstice.
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(Vargas et al,, 1989).

Al realizar un prondstico se supone que se dispone de informacion perfecta
de lo oourrido hasta el instante presente, {, y se desea eslimar lo que ocurriré para un
adelanto de { pericdos, es decir en el instante t+f. Se ha demostrado que en estas
condiciones el mejor estimadaor correspande a la esperaza estadistica de la variable a
estimar condicionada a los valores ocurmridos hasta ese instante:

Q" (H=E{QrlQ = 9p s Oty = G1eesi Pr=Po. Pra =Pt i Ti=to, T =1y, )
Para un modelo FTU{K,1,1,0) y f=1 se tigne:
Q (1)=E[Qes1l= 50 go+ ot E(Peyq) - ettt pp + E(Ny M) {7)

y para un case general, con f cualquiera y usando paréntesis cuadrados para indicar
esperanza condicionada:

Q (N=E[Qui= 50 [Qusra]+ okt E[Ptef] - ™) E[Prsq] + E(Nwa®0) (8)
donde:
gj sijg0 Pj 51j<0
Qo] = . [Puil= .
Q') sij>0 E(P1)) sij>0

can {J;) dependiendo de la regidn en que se encuentre la o las variables indicadoras.

Para el célculo de la varianza del prondstico es conveniente representar el
gaslo en funcién de las precipitaciones de los dias anteriores mediante una funcion de
respuesta a impulsos, de manera que:

Qr = gk Py+ v Pry v M Py, o) . (9
enque (1-35;B) = N; para un modela FTU(K.1,s.b).

Asf, para un modelo FTU(K,1,1,0} y f=1 se tiene:

Var{Qu] = (vo2)HVar(Pyq} + Var(ng M) {10)
y para un { cualquiera se tiene que:

VarQuu] = {(vod)™0 + (vi2}¥0 + . + (v MhVar(Py) + Var(nu) (11)
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con (Ji} dependiendo de la regidn en que se encuentre la o las variables indicadoras.

"r. EJEMPLOS

Los modelos de FTU descritos se usaron para el prondstico de caudales a 1
dia plazo en algunas cuencas de la zona central de Chile. Las caracteristicas de |as
estaciones seleccionadas se muastran en la Tabla 1.

Tabla 1. Estaclones seleccionadas.

Rio Eslacion Area Anos Ubicacidn
{Km2} Latitud Longitud | Altura
Maipo El Manzano| 4988 1982-1985 d3° 35’ 70° 24 850
Colorado |lLos Palos 942 1979-1985 35° 16' 71° 01! 600
Bio Bio Hucalhue 7044 1982-1985 37° 43" 71° 54' 245

Para seleccionar la mejor variable indicadora, asi como tener informacidn
sobre los umbrales respeclivos, si es que son apreciables, se graficd la media y la
varlanza condicionada en funcion de diterentes variables: gasto, precipitacion y
temperatura del dia anterior. Estos gréficos se muestran en las Figuras 3 y 4 como
ejemnple de dos de las estadisticas utilizadas. Ellos deben compararse para decldir si
se frata de procesos no lineales, decidir la mejor variable indicadora, selsccioar el
nimero de regiones y tener una primara aproximagion a los varlores de los umbrales.
Una vez decididas las regiones y los umbrales las muestras se separan y se estiman
los pardmetros de las FT al inferior de cada regidn. En algunos casos no gueda claro
la mejor variable indicadora y por Io tanto se han ensayado alternativas. En la Tabla 2
se muestran para las diferentes cuencas las variables indicadoras selecciondas, los
valores del umbral, los pardmetros de modalos FT{1,1,0} en cada reqion, la varanza
de los errores y el valor del NAIC para comparar madelos alternativas,

Se observa que al separar la serle segln el umbral se logra diterenciar
sifuaciones gue en un medelo lineal pasarian inadvertidas, quedando de manifiesto ia
diferencia de ellas por los distintos valores que toman los pardmetros. Ademés sa
aprecian diferencias importantes en la varianza de los ruidos. Los valores del NAIC
indicarian qué modelo es preferible de acuerdo a la varianza de los residuos y al
ndmero de datos utilizados en la estimacion.
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Figura 3. Gréaficos de media y varianza condicionada para Maipo en el Manzario.
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Figura 4. Graficos de media y varianza condicionada para Bio Bio en Aucalhue
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-Tabla 2. Valores de los parametros de los modelos.

HRegion
Umbral Bajo umbrat Sobre umbral
Rio G- P11 Ti-1 | pardmelro I pardmetro Gg NAIC
{ma) {mm) (C)

Maipo 2,0 - - fiy: 0,985| g,14% |[6¢: 0.988] 0,510 |1457.8
wg: 0,001 wg: -0,001
wq:-0,008 wq: +0,045

Maipa - - 11,5 |51:0.864] o426 [8: 0,995 pg,328 [1459,1
wg: 0,002 wg: 0,003
wy: 0,014 wq: -0,004

Colorado - - 12,0 |81: 0,823| 4,423 |B1: 0,869] 4,078 |1465%9
wgy: 0,025 wg: 0,029
wq: -0,041 wy: -0,048

Colorada - 20,0 - 84:0,951] 0,838 |B8: 0,780} 3,798 |14G7.4
wg: 0,010 wg: 0,070
wq: -0,011 wq: ~0,038

Bio Bio - 13,0 - 8y: 0,806| 0,738 |81: 0.B16] 3,506 |1473.,8
wg: 0,000 wq: 0,068
w4: -0,031 wq: -D,069

Bio Bia - - 13,0 |61: 0846 y,985 |8y: 0,957 0,847 (14731
wq: 0,032 wq: 0,033
wq: -0,079 wq: -0,044

Para el rio Bio Bio se ensayo la posibilidad de dividir los datos en cuatro
zonas, considerando dos variables indicadoras con un umbral para cada una. Uno de
precipitacion y temperatura en un caso, y de escorrentia y precipilacidn en el otro. Los
resultados se muestran en ia Tabla 3.

Tabla 3. Valores de los pardmelras de los modelos para Big Bio en Rucalhus

Aegion
Umbral 1 2 3 4
Q1 | Pra | Tt | param. O | param. O | param. Tg | param. g
fmm} | (mm) [ (°C) NAIC
- 13 13 fiy: 0,875 by: 0.B04 Gy: 0,959 5y: 0,969 1466,6
@gi0,011 [ 0,831 fuwy 0,058 3,672 |wy: 0,008 §0,535 |w,:0,100 2,153
m12-0,047 m1:-G,DTB m1:-0.035 m1:-D.02d
542 0,979 54: 0,232 5y 0,804 &1: 0,776
z0 |13 - |eg0002]0,087 [wy:0,015]1,035 | wy: 0,010 {0,887 |wy: 0,079 | 3,591 § 14815
wq:-0,020 m;:-D.USG wy:-0,021 w4:-0,082
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En este caso, nuevamente se ulilizd un modelo FT{1,1,0} para cada region
para evitar un nlimero excesivo de pardmetros.

Se pueds ohservar que si s& compara el NAIC de estos modelos con el de
los modelos ¢an umbral s6lo en 1 variable, el que considera como variable indicadora
sdlo la temperatura del dia anterior es el que resuita mejor.

Por otra parte, utilizando el metodo expuesto anlericrmente se realizé un
prondstico del caudal para el dia siguienie {a 1 dia plazo} durante 4 afos de
estadistica. Se muesira en la Tabla 4 los resultados de este prondstico, el error medio
anual y al desviacién anual del errar del prondstico, entendiéndose esle como :

E:O,-Ot' - (12}
donde O es el valor real del dia t y Q" es el valor pronosticado.

Tabla 4. Caracteristicas del error del proﬁéstico

Umbral Caracteristicas del errar
Rio Q.4 Prq Tiq E Cg Asim e
Maipo 2.0 - - -{1,01 0.37 -3,56
Maipo - - 11,5 0,00 0,37 -0.97
Colorado - - 12,0 0,02 1,25 1,45
Colorado - 20,0 - 0,01 1,28 1,60
Bio Bio - 13,0 - -0,03 1,53 2,99
Blo Bio - - 13,0 -0.01 1,55 3,70
Bic Bio - 13,0 13,0 -0.04 1,52 2,87
Bic Bio 2,0 13,0 - -0,29 1,50 2,51

En el rio Bio Bio, que es para el que se ensayaron mas siluaciones, se ve
nue los mejores resultados s& obtienen para el modelo con umbrales de precipiacion
total y temperatura del dia anterior.

En las cuencas donde se usd una sola variable indicadora, para el rio
Maipo en el Manzano y Colorado en Junta con palos, se ebsevd que la diferencia en
el error del prondstico no es significativamenie diferente, siendo ambos pequefios.
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V. CONCLUSIONES

El uso de modelos estocdsticos no lineales para representar el
comportamiento de una cuenca permite acemodar algunas de las no linealidades
presentes en el procesc de transtormacian de precipitacién a escarrentia.

La separacidn de las series en regiones dependiendo del umbral permite
podar ajustar mejor &l modelo que le corresponde, disminuyendo los errores de
estimacidn. La identificacion del modelo y la estimacién de sus pardmetras es un
proceso sencillo en el cual se puedsn aplicar algoritmos tipicos de optimizacion.

La aplicacién a cuencas de la zona central demostré que existe una no
linealidad del proceso identificable mediante los métodos expuastos y que en cada
cuenca hay distintas variables importantes para descubrir la no linealidad. Sin
embarge, cuando se ulilizan dos variables indicadoras, el nimero de datos dispanible
&n cada region disminuye. Algunes quedan con tan pocos que hace que el ajuste del
modelo sea mas dificil. Aungue por una parie esto hace que no se disponga de un
modelo exacto para esa regidn, por otra que esos datos al ser removidos del resto,
disminuyen el error de estimacidn de las ofras regionas, ya que si se consideran
mezclados son muy atipicos.

El prondstico realizado tuvo buenos resultados con promedios casi nulas y
varianzas de los errores bajas. En general, los procesos comunes son muy bien
pronosticados, en cambio, crecidas aisladas no guedan bien representadas,
produciéndose un desfase del valor méximo.
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