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RESUMEN

Tras la evaluacién de la infiltracidn en una columna de suelo de
una ladera, mediante técnicas numéricas de aplicacién general,
se ha implementado computacionalmente a partir de la ecuacién de
Richards un algoritmo de diferencias finitas implicito. El
sistema de ecuaciones gue considera al potencial mitrico como
variable, se lleva a un esguema tridiagonal, el gue se resuelve
mediante el algoritmo de Thomas. El programa se ha
desarrolilade con algunas opciones para evaluar la curva
caracteristica del suelo y a conductividad hidr&ulica no
saturada.

(1) Ingenierc civil. Académico Departamento de Ingenierfia en
Obras Civiles, Universidad de La Serena.
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1.- INTRODUCCION

La infiltraci6én es un proceso bifasice, donde el fluojo
descendente de particulas de agua ligquida gque atraviesa 1la
superficie del suelo, avanza a través de los poros del suelo,
desplazando a las particulas de aire gque ocupan parte de los
huecos existentes en 1la matriz del suele, o fracturas vy
macroporos del suelo. Por lo gue su ocurrencia reguiere que el
suelo y la superficie sean no-hidrofébicos, gue exista agua
sobre la superficie vy, gue las particulas de aire puedan
escapar. Su magnitud gueda definida también por el estado de
humedad inicial del suelo y por la capacidad gue exista de
mover y evacuar vertiecal u horizontalmente el agua gque infiltra.

Las técnicas existentes para evaluar y modelar la infiltracidn
en una columna de suelo no-hidrofébico, se refieren al flujo a
través de la matriz del suelo, por lo gue en caso gque la
densidad y magnitud de los macroporos y fracturas sea elevada,
también lo ser&d la capacidad de infiltracién del suelo y su
determinacién atn mas dificil e incierta (Beven y Germann,
1882).

Puesto cue }a capacidad de infiltracidn del suelo depende de su
estade de humedad, el gue gueda caracterizado por el contenido
de humedad volumétrica 8 (aﬁ/nﬁ) y, por el potencial total
Agua-Suelo H (m). La humedad varia entre: 8 la humedad

residual y, @& la humedad de saturacién. En suelos no

f
saturados H = ;a: ¥, donde z es el potencial gravitacional con
respecto al nivel de referencia y ¢ es el potencial matrice (o
succidén o tensidén capilar), siende ¢ < 0. En caso de suelos
saturados ¢ = 0 ¥y, H= 2 + P, donde P es el potencial de presién
o altura de la carga de agua. Existen otros potenciales
(potencial neumAtico y osmético) gque no intervienen en la

infiltracién.
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El escurrimiento en los primeros estratos de suelo se puede

representar mediante la ecuwacitn de continuidad y la ecuacién de
Darcy, llegdndose a la ecuacidn (1) gque se denomina ecuacién de

Richards, también conocida comc ecuacisn de Fokker-Planck,

(Haverkamp et al., 1977)

e Ee (S Y] -s @ (1)

Dependiendo de 1la direccién elegida para el eje z, resulta
el signo + o - en la ecuacién anterior: (+) : Eje z paositivo
hacia arriba, (-} : Eje z positivo hacia abajo. & {z} es el
agua zbsorbida por las raices de las plantas ubicadas a la cota
{z) correspondiente. K(8) o K(¥) corresponde a la conductividad
hidrdulica del suelo, en caso gue &ste se encuentre saturado se
utiliza simplemente K ..
En la deduccién de la ecuacidn de Richards (ec¢. 1) se ha asumido
que el suelo se encuentra no saturado, pero dicha ecuacion
también es vAlida en condiciones de saturacién, siendo necesario
reemplazar { por P. Este aspecto es muy importante, ya gque un
suele inicialmente no saturado puede, al menos en algin estrato
llegar a la saturacitn (el tiempo de inundacién indica el
instante en que 1la superficie del terreno se satura), no siendo
necesario por 1lo anterior recurrir a otra ecuacién para
continuar modelando el proceso.

Para resolver numéricamente la ecuacién de Richards, vesulta
altamente conveniente trabajar con una sola variable, ya sea 8 o
¥, por lo gue se recurre a algunas variables adicionales: © =
d8f/ay, la cCapacidad del suelo-agua, D = K ayfae = K/c, la
Difusividad especifica del suelo. En caso gue el suelo esté
saturado C= 0 ¥ D = » . Resultando el siguiente par de versiones
de la ecuacién de Richards:
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08 -2 b 2] B -5 @ (2a)

e 4L = [k 4] L EFE -5 @ @

Puasto gue a menor contenido de humedad el potencial métrico
aumenta (se hace mi&s negativo), es posible establecer una
relacién entre 8 y Y, en caso gue el suelo no presente
histéresis, 1la relacién & - ¥ que es altamente no-lineal,
(Hills et al., 1989) es fGnica ¥ se conoce como Curva
Caracteristica o Curva de Retencidn del suelo.

2.- METODOLOGIAS PARA ESTIMAR LA INFILTRACION A PARTIR DE LA
ECUACION DE RICHARDS

La ecuacién de Richards (ec. 1, 2a o 2b) no admite una sclucién
analitica, salvo que se asuman algunas relaciones explicitas
para C(8) o C(§), D(8) o D{(y) y para la curva caracteristica,
(Broadbridge y White, 1988 a,h; White ¥y Broadbridge, 1988;

sander et al., 1988; Warrick et al., 1990). Tales soluciones
poseen aplicabilidad limitada, por le gue su resolucién en
forma general exige recurrir a técnicas

numérico~computacionales, tales como diferencias o elementos
finitos, resultando ser ésta la manera mas directa, versatil y
precisa de estimar la infiltracién y el contenide de humedad en
el suelo, para eventos lluvia y no lluvia, con o sin vegetacion.
Rubin (1968), sefialaba gue "A la fecha, los métodos numéricos
ofrecen 1la principal esperanza de resolver la ecuacidén de
Richards para las situaciones encontradas habitualmente en la
naturaleza".

En caso de considerar diferencias finitas se debe subdividir la

columna de suelo en tramos separados una distancia Az entre si,
cada tramo es representado a través de su punto medio denominado
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Nodo, teniéndose N o N+1 Nodos. La literatura es abundante en
técnicas utilizadas para enfrentar este problema, la mayoria de
tales trabajos utilizan la presién (o potencial mitrice) como
variable (ec. 2bj (Rubin, 1968; Busscher, 137%; Hogarth et al,
1991), aungue algunos autores han trabajade con 1la humedad
{ec. 2.a) De Jong ¥y Cameron (1978}; Hills et al. ({1989}, estos
Gltimos autores argumentan gue al trabajar con la humedad se
pueden obtener importantes ahorros computacionales, peroc su
utilidad es limitada a zonas no saturadas, puesto gue en dicha
situacidn 1a difusividad tiende a infinito (Kirkland et al,
1992). Haverkamp et al. (1977), presentd 6 modelos deferentes
explicitos e implicitos, utilizando ya sea la humedad o la
presidén como variable, aungue preferentemente esta fGltima,
llegande a obtener resultados similares entre dichos modelos.

.- RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS

En este estudio se ha recurrido al algoritmoc propuesto por
Hogarth et al. (1991), gquienes resuelven mediante diferencias
finitas implicitas la ecuacién de Richards (ec. 2b) considerando
al potencial mAtrico (o presisdn) como variable. La columna se ha
dividide en N+l Nodos, siende ¢l Nodo 1 el node superior, z
pesitive hacia arriba, z = 0 en la superficie de la ladera,
pudiéndose describir del siguiente modo:

NODO i:

aaz [Kf'»") gg] o 1 [Kuuz W gt w:.+t+ w:.) _

) (Az)i‘. 1+1rs2 14F 1+1

t+1s2 (351 t L+l t
KI-UZ (wl + wl. + wl—l”’ wl—l)] (3)

a 1 (331 t
e il Y (4)

a K . 1 te1/2_ L te1s2
8z - Az { KM/a 1-1/2) (5)
c = otz ' (6)

i
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donde:

e T (K KL KR (78)
K:nfz - "%_ ( K: + K:'l ) (7b)
- geen, et e (52
¢ o Lot 4+ ettt (81)
Mas las condiciones de borde siguientes:
KODO 1:
K — + K(y) =0 (9
donde Q) = Infiltracidn, existiendo dos casos posibles:
Cuando el nodo superior 1 no estd saturado: Q“1 = r''' donde
™! = Intensidad de lluvia tiempo t+l1 (conocida) quedando como

t+1

incégnita, wl

tuando el nodo superior(l) est& saturado:
w:”= z, + h = Altura ldmina de agua superficial con respecto al

Nodo 1.
donde: h = altura de la ldmina de agua superficial (conocida),
guedando como incdégnita la infiltraeién !

t+l
r

la gue debe ser =

NODO N + 1:

Considerando una columna de suele semi-infinita, se asumird gue
el potencial métrico WMIES conocido en todo instante t,
considerdndose constante.

Este algoritmo permite 1llevar el sistema de ecuaciones a un
sistema tridiagonal. E1 Anexo I presenta las ecuaciones finales
a emplear en la resolucién numérica del sistema de ecuaciones.
Pueste gque el sistema de ecuaciones resulta tridiageonal, se
recurre al algoritmo de Thomas para su resolucién. bado gue

rd t+1/
las constantes K-'!72 visz2

1,2t K_1,z+ €te (ecuaciones 7 y 8) estdn en
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funcidén de K:’”. KI’::.

valor de las variables i, 8 en el tiempo t+1, gue son las
variables a determinar, se reguiere volver a iterar, asumiendo
ahora como variables wrl, aguellas obtenidas de la iteracién

etc., las gque a su vez son funcidn del

previa: ﬁt*l. Lo anterior hasta que se logre la convergencia

de w:*' ( ﬁ:” = w:ﬂ , ¥ 1i). La figura 1, presenta un
diagrama de flujo del procedimiento a seguir.

El algoritmo descrito posee como prinecipal desventaja su alto
costo computacional, ya que en cada intervalo temporal exige
iterar antes de lograr la convergencia, l¢ «gue en general
significa resoclver el sistema de ecuaciones mds de una vez.

Abeliuk (1987), sefiala que el problema no es la solucién de la
ecuacitén de Richards sine mis bien el encontrar las relaciones
c{y¥} y K{y¥) due caracterizan el material poroso. Al respecto
existen diversas relaciones matemfticas para la curva
caracteristica del suelo y para la conductividad hidr&ulica no
saturada. En los Anexos II y IIT se presentan las respectivas
relaciones empleadas en el modelo.

4.- CONCLUSIONES:

Puesto gue para poder aplicar el algoritmo presentade vy
cualguier otro gque recurra a la ecuacién de Richards se dehe
congcer la curva caracteristica y K(y) o K(®) para cada estrato
y érea de suelo diferente, su aplicablilidad est& dirigida hacia
laderas donde se desee estimar en forma precisa la infiltracién
Yy se disponga de los recursos necesarios para efsctuar la
campafia de medicicnes y de trabajo de laboratorio necesaria.
También es factible implementar este tipe de algoritmos al caso
de cuencas, como as el caso del Sistepa Hidroldgico Buropeo
(SHE) , Abbott at al.(1986), siends 1los costos en general
proporcionales a su dimensidn.
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Lectura Intensidad Lluvia

voe
. : T s t+a t T
Asignacién Inicial: wi = wl L
> 4
Cilculo de 9:‘” B K:‘q ' C:“ Vo
¢
Conformacidn Sistema de Ecuaciones :
Nodo i =3 ,....N-1 : Ecuacién I.1
Nodo N : Ecuacitn I.2
Nodo 1 No Saturado : Ecuacidén I.6
Nodo 1 Saturado :  Eeuacién I.7
(em
Resolucidn Sistema de Ecuaciones ==> ﬁ:‘” 4=2, 0
T
Nodo 1 Saturado ? I
No + + 51
calcula w;’”(ec.I.A o I.5) calcula 0°*' (ec. I.4)
siendo: @' - sienda: wt“ = [z+h|l
T B2
*
| @™ - @™ | s Error Max. v i ?
No ¢ + 5
Reasignacidn: Cambia estado de Saturacién
o1 Heer Nodo 1 ?
Wit 3 vi .
No + + 5i
+ Asignacién Pefinitiva: L
S g 8t KM, et v
+
t =t 4+ 2

Figura 1.- Diagrama de Flujo Algoritmo a utilizar
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ANEXO I.~ ECUACIONES DEFINITIVAS ALGORITMO A UTILIZAR

Nodo £ =3, ..,.004., HN=1
Reemplazando las ecuaciones 3, 4, 5 y 6 en la ecuacién 2b, se
llega a:
2
gttt ootz 827 srsa _ teisz tet [, be1s2 t+1 [t
"bi l: 2C, at =~ K K1+:/z]+ 'plwl[Kl—ll_a]+ wli-l[Klﬂ/z]
2
_ ot te1/2 Az tets2 tets2] ot ta172] e (R39-}
- wl[ 20 it Rt Kuua] wl—l [Kl—uz] wl+1[xl+1/2]
te1/2 t+1/2
2 AZ[KI—UE mra] (I.1)
Hodo i = H

Corresponde a la ecuacilén anterior para i=N, considerando que se

t t L+l
conoce “’»m para todo t, es decir, se conoce "Dnn ¥ w}m. En

a

este trabajo se ha considerado ¥,,, Constante e igual a wuu’

cquedando:

2
L+l t+1/2 AZ Le1/2 L+1/2 tet t+1/2
- . — - + =
l""h' [ 2 CR At KH-!/E Krm/z] "DH-I [Ku—ua]

z
— L t+1/2 Az t+1/2 t+trz] _ ot t41/2
= Wy [ 25 AE ¥ Fprn * K}m/a] Vit [Kn—va]

t+1/2 t L+l L4142 t+1/2
Knuzz [ ¢H+1+ wﬂﬂ] ? bz [KH-:IIE Krad/a] (I.2)

Noude i = 2
Considerando los siguientes té&rmines emn la ecuacisn (2b}:

ay _ (TS VR V-] )
7z = (¥, b ) {I.3a)
a i _ 1 (251 L4l Lt ot
gt TTzaeE (¥t - W) (I.3b)
t+1/2 1 t+1 L+l t
wl:h’z == "Dx:1 + wi" + w:u e (I.3c)

Que junto a la ecuacidn 8, permite llegar a:
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tel 412 1 1 t1s2 t+1 | tetrz 1
¥ [C‘. K :| * "yz [Cauzz At] +

1 2¢1/2 AL 2 Az 2
t+1 1 tels2 [E5 1 1 1 t+1/2 bl L+
¥, [" Xz ]+ Q [Az] * 3t % [‘hz T ]+
2 Az
1 4172 1 t t
* 2z [Ka { 2 55 V- w:] ] (I-4a)
Ecuacidn que se puede escribir en forma simplificada como:
Loyt v U w;” + vyt e oM Q- (I.4b)

La ecuacién (I.1l) para i=2, se puede escribir en como:

E w:” + F w;“ + 6 w;” = H (£.5)

be acuerdec a lo sefalado en el punto 3, existen dos situaciones

posibles:
cuando 21 nodo superior(l) no estd saturado, se debe encontrar
w:ﬂ, siendo la infiltracién Qt'1 = rtt conocida, en este caso

introduciendo la ecuacidén (I.3b) en (I.4}, se llega a:

w;”(F - U*E/L} + w;”(GH.'*E/L) = H- E (W/L-@"'M/L) (I.6)
Posteriormente, al resolver el sistema de ecuaciones completo,
se tendra W;H ¥ g.';m y, mediante las ecuaciones I.4 o I.5 se

3
determina w:” .

Cuando el necdo superior(l) esta& saturado, l.b:ﬂes conocida vy,
simplemente se reemplaza en la ecuacidn {I.4), llegéindose a:

F wut - v.]t.«: - H -E wt+1 (T.7)
2 | 1
ta infiltracién Q' que es desconocida, se determina

t+1 t+1 wt.d- 1

posteriormente reemplazando leos potenciales ""1 ,l,flz 4 en

la ecuacién I.4 (a o b).
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ANEXO II  ALGUNAS EXPRESIONES PARA LA CURVA CARACTERISTICA DEL
SUELO,

-~ Ecuacién de Brooks- Corey (Brooks-Corey (1964), citade por
Ragab y Cooper (1990))

8 —=8 W A
-_— T [ e ] (IT.1)
8_ -8, [
- Ecuacién de Campbell (Campbell,1974)
° . [ Ve ]Ub (II.2)
W w -

— Ecuacidn de Van Genuchten (Van Genuchten, 1980)

8 —8
[ fg = ei ] N { 1+ T a ¥ |“}m (I1.3)

- Ecuacidn de Parlange (Parlange (1985), citade por Ragahk ¥y
Cooper (1990))
a - Br -177 128
aw=_—[[———-—..._8_s ] -] (II.4)
s r
Donde: 7,8, b, n, m : son constantes a determinar de acuerdo a

la curva caracteristica del suelo, obtenida a partir de
mediciones en terreno o en laboratorio.

ANEXO IIT.- ALGUNAS EXPRESIONES PARA LA CONDUCTIVIDAD HIDRAULICA
HO SATURADA.

= Ecuacién de Averjanov (Irmay, 1954; Mualem, 1978}
n

K(8) = K Sg (III.1)
-~ FEecuacién de Campbell (Ragab y Cooper, 1990)
K(e} =x_ (& /e )" (ITT.2)
- Ecuacién de Gardner (Mualem, 1978)
K{w) = K exp ( «y) (III.3)
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- Ecuacién de Van Genuchten (Van Genuchten, 1980):

2
K(8) = K_, s‘la [1 - (- sL/™ )m] (III.4a)

o en funcion de y:

L+ Jap|™ )™ - Jopl
K(¥) = = (III.4b)
(1+ Jay™) ™ 0F2
1 aproximadamente 0.5
g~ &
Donde: Sg = [%;_:_J;] Yy o, n y m son constantes a
sat r

determinar, funcién del tipo de suelo y a las medicionss en
terreno o laboratoris.
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