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RESUMEN

Se presentan las bases mecédnicas puras, en contraposicidn a
criterios exclusivamente experimentales, para la determinacién de
la iniciacién potencial del movimiento. Esto eguivale a plantear
condiciones de equilibrio limite.

Se puede apreciar, que para particulas esféricas iguales
colocadas en una sola capa, estas sobresalen del nivel de
estagnamiento una altura de medio didmetro. Las diferencias de
velocidades entre base de la semiesfera, y el coronamiento de
ésta, generan una diferencia de presién cuya resultante es
contraria a la del peso Bumergido de la particula.

El estudio de 1a rotacién potencial sobre las esferas vecinasa,
determina un tamafio critico “dc“ en funcién de las

caracteristicas hidrdulicas del escurrimiento R y J, tal que
dc = B.65RJ, del mismo orden que el obtenido experimentalmente

por Shields (de = 10RJ, VEGA 1973).

Para particula esférica colocada sobre capa base de eaferas del
mismo didmetro, se obtiene un tamafio critico dc = 15,98RJ,

correspondiente a un 0,54 de la fuerza tractiva necesaria para
mover un elemento de la capa base. Este resultado es muy
semejante al dado por Isbash de 0,51 (ICOLD 1938), obtenido en
experiencias de laboratorio ¥ mediciones en prototipo. Las
diferencias entre los valores teéricos aqui presentados v los
experimentales, se deben a que los primeros consideran esferas, y
loe segundos, particulas naturales que no poseen esa forma.

Para esferas menores que las de 1la base, colocadaes sobre ésta,
las fuerzas tractivas que inician movimiento potencial, aumentan
proporcionalmente con respecto a la de la esfera de igual tamafio.
Esto indica un mayor grado de “anidamiento”, y 1la consiguiente
proteccién ofrecida por las esferas de base. Habré un tamafio
critico, determinado en cada caso, que limita el mecaniesmo
explicado, y la proteccién que otorgan los tamafios mayores.
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I.- INICIACION DEL MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA ESFERICA COLOCADA
EN UNA CAPA SIMPLE UNIFORME.

En Fig. 1, se muestra la posicién de una capa eimple, con la
curva de distribucién de velocidades en funcién a la altuvra desde

el nivel de estagnamiento (U=0).

Se calculardn las fuerzas que actuan sobre una particula
esférica, designada como particula 1 (achurada), considerando que

sl Bernouilll es constante en la seccién de interés.

Al existir una velocidad media Uy en el hemisferio superior, s=se
tendrd para y = d/4 una velocidad que se expresard de acuerdo a
la distribucién logaritmica de von Karman, con las constantes dé
Keulegan para lecho dspero. (EINSTEIN 1850)

Uy = 5,751log (30,2 y/ks)U* (1) ka = rugosidad = d4/2
para y = d4/2, ks = d/2, se tiene : Ux = J gRJ
Uy = 5,7510g(30,2)U%=8,51 Ux (2) R = radio hidr.

J = pendiente del

plano de carga.
La velocidad media en el hemisferio superior de particula 1 seré

Uy': Uy/2 = 4,255 Ux . Este aumento de velocidad entre base de

semiesfera y su coronamiento, por constancia del B, implica una

dieminucién de presién -A p tal que
-Ap = Ta02/25 = Ta(4.2550*)2/25 = Ta 0,923(”2 (3)

en Ta = peso emspecif. agua = 1 ton/m3

Como consecuencia de esta disminucién de presién, se tendrd una
fuerza vertical FL que trata de levantar la particula:

Fi= nd’Ap/4 = 0,725 ¥ a%us? (4)
Por otro lado, la esfers 1 esté sometida a una fuerza de arrastre

FD v al peso propio sumergido FS' en qQue :
F,= (0.5Cmd2/41(Y, /g)(U;2/2) = 0,0725 a”vs” 5)

D
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En expresién anterior CD= 0,20 para R > 300.000; (ROUSE, 1850)
y U; = 4,255Ux%,

3
F ( Tu 4 Ta ymaT/e (8)

3

S:

En expresién anterior, TB = 2,86t/m3 y Fg= 0,869 d (87)

La distribucién en planta de las esferas en la disposicién més
compacta posible se muestra en Fig. 2a . La particula 1 en
Seccién 1-1 de Fig. 2a, muestra las siguientes fuerzas a que esta
sometida, y su eje de rotacién 0-O, como se indica en Fig. 2b. La
gituacién de equilibrio limite en Fig.2b es I Mo=0:

1 = i
FDx 0,25d + FLx 0,433d st0.433d 0 67}

Reemplazando en (7) , las expresiones (4), (5) y (6°) vy’

despejando d, se tiene:
d- 0,882U%% = B,65RJ (8)
El valor dado por (B), es del mismo 6érden del que resulta de
aplicar la funcién de Shields en régimen turbulento en que
d = 10RJ (VEGA 1973 ), con lo que el modelo fisico propuesto

recibe confirmacién experimental.

I1.- INICIACION DEL MOVIMIENTO DE PARTICULA ESFERICA COLOCADA EN
CAPA SIMPLE UNIFORME DE MAYOR DIAMETRO.

En Fig. 3a se muestra la planta de una particula de diametro d°,
colocada en una capa uniforme de diemetros d. En Fig 3b se
muestra seccién 1-1 de Fig. 3a.

De Fig. 3a se tiene:

0,5 (d+d")sen © = d/2 " .. men @ = d/(d+d’)

La esfera d° tiene como distancia horizontal u al eje 0-0O de

rotacién: u = 0,5d coso ;
De Fig. 3c se tiene esfera d con fuerzae actuantes y distancilas

a eje de rotacién 0-O. La eituacién de equilibrio limite Z Mo =

0, se puede escribir:
FDx 0.25d° “+70,5d" cas G(FL- FS) =0 (9)
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o > g z :
Fp= 0.004 d°°U,"%; ¥ = 0,5 d°; U, = 5,75 10g(30.2xd"/d) Ux ;

La velocidad media en el hemisferio superior de esfera d° seré

Uv'= 0.5Uy = 0,5x5,75 log(30,2xd /d) Ux =2,875 log(30,2xd /d) Ux
us = | gro 3 Fp= 0,033d"%[10g(30,2xd" /d)1%us2;

F

2 .
L = 0.25 xd"“Ap = 0,25 nd"%(2,875 10a(30,2xd" /d) U%12/2¢

Fi= 0,331d"?[10g(30,2xd"/d) 1202 ; Fg= 0,869d° 2

Reemplazando valores anteriores en (9), me tiene:
2 2
Ux“[1log(30,2d /d)]2(0.00825 + 0,1655co088) = 0,4345c080 d-

S E
d"=U*“[108(30,2xd" /d) 1%(0,00825+0, 1655c080) / (0, 4345¢088) (10)
La ecuacién (10) se resuelve por tanteos para d ', dadoes d y U%.

L.~ INICIACION DEL MOVIMIENTO DE ESFERA COLOCADA SOBRE CAPA
BASE, EN QUE TODOS LOS DIAMETROS SON IGUALES.

Del proceso descrito en Seccién I, resulta que por condiciones de
escurrimiento una particula de diametro d, quede colocada sobre
la capa base que tiene los mismos diametros. Se escribirdn las
condiciones de equilibrio 1limite para el movimiento potencial
por rotacién de esfera sobre las esferas de la base que la

soportan.

En Fig 4 se indica la posicién de esfera 1 y la distribucién de
velocidades caracteristicas gque acttian sobre ella.En Fig 5a se
muestra la posicién en planta de la esfera y en Fig. 5b, 1la
seccién 1-1 correspondiente a la planta.

De seccién 1-1 se tiene: dcos® = d/2cos30°

"

1/2cos30°= 0,577 ; © = 54,73°
h = dsen® = 0,816 d: y_= h + d/4 = 1,066d: vy = h-ds4= 0,5664d

coef
La distancia horizontal u entre centro de esfera 1 y eje

potencial de rotacién O'- O en esferas Iinferiores es:

u = (0-0")cosB0%= 0,5dcosBcos60°= 0,144d
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La distancia vertical v entre centro esfera 1 vy eje potencial de
rotacidn:

ﬁ v = 0,5dsen8 = 0,408d
r? En Fig. 5¢c se muestra esfera 1 con las fuerzas actuantes y puntos
[ 0° de eje de rotacién potencial: X Mo'= 0
| 'g} Fpx 0,408d + (F - Fg)0,144d = 0 (11)
i ;g Fp= (0.2 nd2/4 ][Ta/a]Uvz/Z (12)
i§= U, = 5.75108(30,2x0,816d/0,54)Us = 8.733U% (13)
T
g, B 0,7594% Ux? (127)
% F, = (T, nd?/4)(U, - v,)%/2a (14)
g 3 u, = 5,7510g(30,2x1,068d/0,5d)U* = 10,40U* (15)
--|dir gf u, = 5,75108(30,2x0,568d/0,5d)Ux = B,B2U* (18)
e
— - ; F = 0,100a’Ux*  (14°);  Fg= 0.869 a’ (17)
K\_,\‘_)ﬂfiﬂ‘_fv‘ﬁt ;Ej Reemplazando los valores precedentes en ec. (11), =e tlene:
L.d_l - 0.408dx0.759(d0*)2+ {0, 100(dU*)2- 0,869 a%) x 0,144d = 0
SECCION 1-1' 4 = 2,59U%%= 25,37RJ : (18)

Deberd compararse el estado limite de equilibrio ¥ Mo para
particula esférica, con la real no esférica, en que la situacién
de equilibrioc ahora serd la correspondiente a fuerza de arrastre

.igual a friccién sobre capa base. Esto corresponde a 2 FH =R

Fp = (Fg- F) tana @
Se adopta & = 30°. y tang & = 0,577

Fy = 0,577(Fg- Fy)
0.759 42 U*2= 0,577(0,869 d°- 0,100 d° U*?)

- d = 1,83 Ux?= 15,98 RJ (1B )

La ecuacién (18°) indica que para una eafera colocada sobre una

capa base del mismo didmetro, el alcanzar el estado de movimliento

potencial requiere aproximadamente 0,54 veces la fuerza tractiva
que para mover una esfera de la base. Este valor estd en el orden
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de lo experimentado en laboratorio y prototipo por S.V. Iebash
(ICOLD 1938), con un valor de 0.581.

IV.~ INICIACION DEL MOVIMIENTO DE UNA ESFERA DE DIAMETRO MENOR
QUE LA CAPA BASE, COLOCADA SOBRE ESTA.

En Fige. 6a, 6b, Bc, y 6d =se muestran las disposiciones generales
y eecciones tipicas correspondientes a este caso.
De Fig. Bc, por definicién ae tiene:

cos® = [d/2cos30°1/(0,5(d+d" )] = d/(d+d" )cos30°;
y = h = 0,5(d+d" )sen®

- ~1 2
FD = [0.2 nd"“/4]( Ta/g]Uy F2 (19)
Uy = 5,75 10g(30,2h/0,5d)Ux
Fo= (Y, nd"2/430(U_ - u,)%/2q3 (20)
L a ] i
b e ey 103(30.2?5/0.5d)U* ; en gque ¥o = h + d/4

Ui = 5,75 108(30.2?1/0.5d)U* vy h - d/4
Reemplazando los valores de VB vy, me tiene:
U= 8,75 1og{30,2(0,5(d+d )send® + d” /41/0,5d}Ux (21a)

a8
U 5,15 10‘{30.2[0.5({1-}(1')5("18 e d'/‘”/O.ﬁd]U* (21b)

]

i
Las eca. (21a) y (21b) ese reemplazan en ec (20) para obtener FL
Las distancias horizontales y verticales u y v al eje potencial
de rotacién de esfera d° sobre esferas base son, de Fig. 6b y
Bc:

u = (0-0°)cos 60°= 0.5d'0039c0580°: v = 0,5d sen®

La esfera d° queda sometida a las fuerzas y distancias de apoyo
que se indican en Fig. B8d, en que I Mo” = 0. De Fig.6d:

Fpx 0,5d°sen® + (F - Fo) x 0,5d cos@cos60°= 0 (22)
Los valores de F oY F L2 obtienen de ecs. (19) y (20}, ¥

FS= O.BGQd'3 . De ec. (22) se obtiene d° = KU*Z. Con las
ecuaciones precedentes se resolverdén los camoes para eaferas con
didmetros d° = 0,8d y 0,5d.
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o -
cos © = 1/1,8x0,866 = 0,8415 .. © = 50.17; sen O = 0.?8;
- - = * .
h = 0,9deen® = 0,6980d4 ; Uv = 9,318Ux ; FD- 0,696(d U*x)
3

2 ;
H = ' g = 0,869d
U. = 9,950U% ; Ui = B,460Ux% ; FL- 0,0889(d"Ux)™; FS 0

L ]
Reemplazando los valores precedentes en ec (22):

.3 o
0,3835d x0,696(d Ux)2+ [0,089(d Ux)2- 0,8694 21x0,160d4" - 0
. 4" = 1,78TU%x%= 17,22RJ (23)
=0

Se comparard este valor con el obtenido de X FH

FD= 0.577{F3- FL)

et
0.68968( d°Ux)Z = 0,577 [0,869 d'°- 0,089( d U*)?)

.c.d =1,49 UxZ = 14,61 RI (23")

La ec. (23°) indica que para una esfera d = 0,B8d, colocada sobre

capa base de esferas de didmetro d, reguiere un 0,91 de la fuerazn

tractiva necesaria para iniciar movimiento de una esfera del

tamafio de las de la capa base.

Camo d” = 0.5 d
com® = 1/1,5x0,868 = 0,7698 ; .. © = 39,68 ; y = h = 0,48d ;

. 2 = . = 1 Sk =
Uy = B8,40Ux ; FD: 0,5668(d Ux)"; U5 = 8,880Ux ; U1 7,64

= 0,071(d"U%)2; F.- 0,869d >. Reemplazando valores en

-Fp, s

ec. (22) se tiene:
3 P
0.319d'x0.588(d'U*)2+ [0.071(d‘U*)2— 0,8688d " 1x0,19254d" = O
Ll 2 B, SORT

Se compararé este valor con X FH

FD = 0,877( FS— FL )

=3 2 2
0.566( d"U*)Z = 0,677 [ 0,869 d - 0,071( d'U%)“]
. d° = 1,21 U%%= 11,86 RJ
El valor menor de d - dado por (24) serd el adoptado.

(24)
=0

(247)

La ec.(24) indica que para una esfera d = 0,5d colocada sobre

capa de esferas de didmetro d, requiere de un 0,71 de 1la fuerza
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tractiva necesaria para iniciar movimiento de una esfera de la
capa base.

El menor didmetro de una esfera d° apoyada en el plano de
velocidad cero, y tangente a tres esferas base de didmetro d, es
d° = 0,187d. Para este didmetro y menores, la transformacién de
velocidad en presidn es méxima y hay tendencia a flotacién de la
esfera menor. Quedard finalmente en una posicién de equilibrio
limite tocando a una cierta altura las dos esferas de aguas
abajo, y sometida al empuje FD'

Se trasladard algo més arriba, venciendo la friccién, y hasta una
altura "y’ sobre el fondo (Fig.7) tal gue se verique:

FD: (FS— FL)tan 4 (25) tan & = coef. friccién esferas

Si a esa altura "y" se alcanza el punto de paso entre dos

semiesferas, el movimiento se habrd& iniciado. La altura "y' que

debe remontar la esfera d° para alcanzar el punto de paso cumple
con la condicién obtenida de Fig. 7 :

0,5(d + d")een® = y ; ademds, 0,5(d + d")coe® = 0,56 d

s Locos. 8 = d /id +av)

Para el punto "y se tiene:

F, = 0.04d"2U,-Up?: Fp = 0.008(d°V )% Fg = 0,8964 "3
Uy = 5,75 10g[30,2x0,5(d + d )sen8/d]Ux
¥, = Efa + d")send + d /2)/d
¥aii= L £ d”)sen® - d"/2]/d
T 5,75 1og{30,2[(d + d )sen® + 0,547 1/ d}Ux (26a)
Ui = 5,75 10g{30,2[(d + d" )sen® - 0,5d" 1/ d}Ux (26b)

Escribiendo la ec. (22) con los valores precedentes, con 8 = 30°

(tan @ = 0.577) se tiene:

0.008d"2(5,7510g[30.2(d + d°)8en8/d1I2UKZE . ... ..eueiuueeneoieins

< 2

0,577(0,896d" - 0,04d" (UB-Ui)zl

U%2{0,2645 [log(30,2(d+d" )sen8/d} ]+

d+d )send + d°/2 s .
(101(-%3131%5555—:-3752—)] } = 0,501d (27)
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La ec. (27) se resuelve por tanteo en d°, dados d, y Ux.

Para clertaes condiciones hidrédulicas el d° obtenido de ec. 27
serd el minimo que véd parte en suspensién y parte en arrastre.
Los tamafios menores que ese d  pueden moverse en las mismas
condiciones o en suspensién total.
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