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RESUMEN

Se presenta una breve descripcién de la teoria de las variables
regionaljzadas especialmente en lo que se refiere a las hipdtesis basicas y a los
conceptos de varianza de fiuctuacién y varianza de estimacién de un parédmetro de
una funcién aleatoria. Se muestra la importancia que tiene la dimensién de una
superficie de muestreo, el nimero de puntos de obServacidn y su distribucion
espacial en la estimacién del valor medio de una propiedad sobre una zona
determinada.

Se presenta ademas una comparacion entre los intervalos de confianza de
una estimacién del valor medio, calculados al considerar y al fgnorar Ia
dependencia espacial de las observaciones.
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(2" Directeur de Recherche, CNRS, Institut de Mecanique de Grenoble
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1. INTRODUCCION

Los fenomenos naturales se presentan a menudo con un compor;tamiento
espaclal complejo y erratico. De hecho casl todas las varilables descriptivas ge la
atmosfera (precipitaciones, temperatura, piezometria de una napa, transmlswmad
caracteristicas fisico-quimicas del suelo, etc.) presentan una irregularidad y una
variabilidad espacial tal, que escapan a cualquier representacion funcional simple.
El anallsls estadistico clasico utllizado desde hace ya bastante tiempo, permite

estudiar la variabilidad espacial de una propiedad geofisica por medio de la
funcidn de distribucion y de sus momentos estadisticos como el valor medio (m) y
la varianza (o2). Las hipotesis consideradas en este analisis son la
estaclonaridad, 1a ergodicidad y 1a Independencla espaclal de 1as observaciones,
tanto entre ellas como de su posicion en el espacio. La utilizacion de estas
hipétesis y del teorema central limite conducen, por ejemplo, a 1a relacion clasica
entre el nimero de observaciones necesarias para estimar el valor medio de una
propledad y el grado de preclsién deseado (Warrick y Nielsen, 1980).

Estos Gltimos anos se han efectuado numerosos analisis de resultados
experimentales de fenémenos hidrolégicos cuyos resultados muestran claramente
una correlacion espaclal entre las observaciones. Este hecho obliga entonces a
utilizar otros métodos de andlisis de la variabilidad espacial. Entre estos
meétodos, 12 teoria de las variables regionalizadas o geoestadistica propuesta por
G. Matheron (1965), basado en la teoria de las funciones aleatorias permite
estudiar de una manera conceptuaimente correcta la variabilidad espacial de estos
fenomenos naturales tomando en cuenta la dependencia espacial de las
observaciones. Esta teoria, haciendo uso de una interpretacién probabilistica y
razonando en términos de la funcidn aleatoria, proporciona un método de
estimactén lineal 6ptimo llamado krigeage {estimacion puntual o estimacion zonal,
2 partir de una muestra discreta y Unica) entregando ademas 1a varianza del error
de estimacion, es decir, una medida de la calidad del estimador.

2 ESTIMACION DE UNA VARIABLE REGIONALIZADA

240 Definiciones basicas

Una variable reglonalizada caracteriza un fenémeno espacial, y/o
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temporal, que presenta una cierta estructura es decir, una variabilidad espacial,
y/0 temporal, con una dependencia entre sus observaciones.

‘ En este trabajo se aborda el estudio de fenémenos naturales que pueden
sef representados en un espacio bidimensional (Rz) donde el problema practico
que se resuelve es la estimacion del valor medio de un fenémeno sobre una zona a
partir de un muestreo discreto de la variable regionalizada. €l muestreo de unz
variable reglonalizada z(x) (x ¢ R2) est4 normalmente defIn!do sobre una superficie
de muestreo finita S y consiste en valores numéricos tomados por la variable en
NP puntos experimentales x;; (1= 1,2,..... , NP, A veces, se necesitara extender ia
informacion recogida puntualmente en una superficie de muestreo S 2 un dominig

-mas grande D, es decir estimar el valor medlo de la variable regionalizada sobre D

a partir de un nimero finito de puntos de medida sobre 1z superficie S.

2. 2. Interpretacion probabilfstica e Inferencia estadistica.

La Interpretacién probabilistica que efectia la teoria de las variables
regionalizadas consiste en considerar que la variable regionalizada (VR.) z(x) es

b una realizacton particular de una funcién aleatoria (F.A) Z(x). Una F.A se define de

la manera siguiente : fade punto x, del dominlo en estudlo se le asocla una
variable aleatoria (V.A) Z( no z en el punto x Xg es entonces
considerado como una de sus realizaciones. Esta variable aleatoria (xy) es
dependiente de las V.A asociadas a los puntos vecinos de x, y el conjunto de esta
Infinidad de V.A. constituye una funcién aleatoria cenommada 2(x). Cada
realizacion de una F A define una cierta reparticién del fendmeno (estructura
espacial) sobre el dominio estudiado (Figura 1).

y el vailor del fendme

(%g)
S

)

L2 estimacion de todas las leyes de distribucion de 1a F.A 2 partir de la
informacién disponible se llama inferencia estadistica y no se puede efectuar
cuando se dispone de un solo muestreo. Solamente al introducir hipétesis mas o
menos estrictas de estacionaridad y de ergodicidad se reducen el ndmero de
parametros de la FA y permite la Inferencia estadistica a partir de una sola

realizacién
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Figura 1.~ Interpretecion probabilistica de un fendmeno estruclurado sobre RZ,

B !
]
z fenomeno estudiado $ Xo
< (x) vanable regionalizada e

Z | x;) varxble aleatona en el puntc x

Z{x) funcion aleatoria
( 2
’,2‘5.) 2 35 ER J

D : Dominio a estudiar, S : Superficie de muestren de NP puntos de observecion

La hipotesls de estaclonaridad de segundo orden, establece que -
- el valor esperado de 1a F.A. Z(x) es constante en todo el dominio

E(Z(x)} =m Vx

(1)

- 12 covarianza centrada entre dos puntos x; y Xo depende solo del vector
h=x;-xp

E{lz(x)-mliZ(x + h)-m]} = C(h) VX (2)

donde m representa el valor medio y C(h) la funcién de covarianza. La
estacionaridad de segundo orden supone implicitamente que la F.A Z(x) tlene una
var!anza finita o2 = C(0). Cuando la wvarlanza no es finita, se IFmtroduce la
hipotesis intrinseca, mas débil que 1a precedente pero de significacién analoga. En
efecto no se trabaja con los valores de Z(x) sino con los incrementos [Z(x + h) -
Z(x)). La hipéotesis intrinseca es la hipotesis de estacionaridad de segundo ogjen
aplicada a estos Incrementos, luego para estos casos se cumple que :

E{fz(x + b) - 201 = m(h) Vx (3)

VAR{(Z(x + h) - ZOON} = 2y () VX (4)

Suponiendo que los incrementos tienen un promedio nulo (m(h) = 0) se
cumple que E{[Z(x + h) - Z(} = 0 y 1a funcion x(h) 11amada variograma se escribe

) = (172) E{(Z(x + h) - 212} Vx (s)

Si Z(x) es una funcion aleatoria estacionaria de segundo orden, ella
verifica Igualmente 1a hipbtesis Intrinseca y se cumple 1a relacién sigulente :

L0 - C(0) - C(h) (6)

Es preclso recalcar que aqul se hadbla de promedios de conjunto
(denominados también valor esperade o esperanza matematica E( }), es decir
representativos de una serie de realizaciones. En aquellos fenémenos en los cuales
sélo hay disponible una sola realizacion para efectuar la inferencia estadistica es
necesario reemplazar estos promedios de conjunto por promedios espaciales, luego
de admitir 1a hipétesis de ergodicidad: 1a igualdad de los momentos estadisticos de
primero y segundo orden calculados por promedio espacial (D — =) y por promedio
de conjunto (ndmero de realizaciones —> ). Se admite entonces que :

m = E{Z( ©)} = lim (1/D) I 2(x) dx @)
Doe D
62 = Elfz0-mi2 = 1im (1/D) [ (260 - m}2 o (®)
D—beo D

Cw - EfzG-mlzen-ml = tim (1700 Zo-mlizew-mldx (9
Do D

1h) = (1/72)E{(Zx+h) - 2012} = bim (1/20')] (z(x+h) - 2(012dx  (10)
D0 0

donde D' representa la interseccion de D con D trasladada en h Estos cuatro

parametros de una F.A Z(x) asi definidos se denominaran valores tedricos y se
designaran por ar.
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Contrariamente a la funcion de covarianza, el uso del variograma ng
impone a Z(x) una varianza finita. El uso de la hipétesis intrinseca permite en
estos casos utilizar el variograma y(h). Ademas, el variograma es una herramienta
aproplada para estimar una propledad utilizando el método del krigeage y tamblén
permite tomar en cuenta posibles tendencias de 1a propiedad en estudio.

Para representar las funciones de covarianza y el variograma en el
espaclo bidimensional se utilizan cominmente los sigulentes modelos:

-esférico  r) = 02 (Co + C((3/2)(r/2) - (1/2)r/a))) r <2
()

Ar) = o2 r»a
- exponencial y(r) = 02 (Cy + C;(1 - exp(-r/ae)) (12)

donde C, representa el llamado efecto de peplta, que refleja 1a variabliidad de 12
propiedad al interior del paso de muestreo y la incertidumbre experimental; C; =
Co-Cy con Cy conocido como la meseta, a corresponde al alcance y ag €s 12
longitud de autocorrelacién. Un fendmeno puede ser representado por ambos
modelos (Figura 2) sf se cumple que @ = 3.162¢ .

2.3. Valores regionales de una funcién aleatoria

Si z2(x) es una varlable reglonalizada definida en una superficle finlta 5
se llama valor regional a toda magnitud cuyo valor numérico esta determinado por
el conjunto {z(x) x ¢ S} es decir por el conccimiento perfecto de 12 V.R. sobre la

superficie S

El valor medio regional de la VR z(x) sobre una superficie S gueda
definido por

20=41/5) | 200 o (13)
S

" Los valores regionales de los parametros de una VR z(x) sobre una
superficle S (zg . opZ, vy () y CR(N)) Se designaran por ag y si se reemplaza z(x)
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por 1a F.A Z(x) se obtienen entonces las variables aleatorias de valores regionales
que se designan por Ap.

o
= e § SRR —_—— — — = —_—— ——
Lot —— ——— — —f— — |
e Exponencial 1
= :
|
|
|
05 gt T S e S e
I
|
|
|
|
|
s el |
1
Z 3 3% tlag

Figura 2.- Modelos de veriograma esféricoy exponencial que pueden representar el mismo fenémeno
(8= 3.168).

2.4 Estimacion de una variable regionalizada

Un muestreo discreto de una V.R. sobre una superficie S, de NP puntos de
medida proporciona los estimadores lineales siguientes (designados por a*):

1 NP
- valor medio *=— 2 2 (xq) (14)
(aritmético) NP
NP
- valor medio % = E xiz (xp) (15)
{ponderado) : '
- varianza e
experimental 02t = ——2 (2% - 2(x)? (16)
NP1 1
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- covarianza 1 N®
experimental C*p) = 2 [z(xj*0)-2"z(x-2%) 0
N@ i L
- variograma 1 N
experimenta) v¥h) = 2 [z(x;+h)-2z(x; N2 .
N i . %

donde N'(h) es el nimero de parejas de datos distantes de h

Reemplazando la VR z(x) por la funclén aleatoria Z(x) se obtienen
entonces las variables aleatorias experimentales A™ (Los estimadares
experimentales a~ se consideran también como realizaciones de una variable
aleatoria A™) (Munoz, 1987).

Se llama error de estimacién a la variable aleatoria Rg = Ag - A% y |
érrorrg = ag - a" es una de sus realizaciones. Si Z(x) es una F.A estacionaria, Re
es también estacionario y se puede caracterizar su reparticion por

- el valor esperado E(Rg) = mg (19)

- la varianza VAR(Rg) = og? (20)
“F_2 se llama varianza de estimacién y representa una medida de la dispersién que
se produce al estimar el valor regional Ag con el valor experimental A™. Un buen
procedimiento de estimacién (eficaz) de un pardmetro regional debe asequrar que
mg = O (estimador Insesgado) y que su varlanza 052 es minima (Journel y

Hui jbregts, 1978).

25 Estimacion del valor teérico de una F.A_: varianza de fluctuacién

La interpretacién probabilistica que se ha dado a las variables
regionalizadas obliga a razonar en términos de la F.A Z(x) y a trabajar con
magnitudes aleatorias. Esto requiere en consecuencia, el conocimiento de los
valores teoricos de los parametros, de los cuales en la mayoria de los problemas

practicos sélo se dispone de un estimador experimental a”™.

Se denomina fluctuacién a la variable aleatoria Ry = Ay-Ap de la cual
I = @ - 2 es una de sus realizaclones. Ella puede Ser considerada también como
el error cometido cuando se estima un valor tedrico ay con un valor regional ag
(Alfaro, 1979). La fluctuacién se caracteriza por :

- el valor esperado E(Rg) = mg
- la varianza de fluctuacién VAR (Rg) = op2

La varianza de fluctuacion 0F2 tiene un valor diferente de cero incluso si
se conocen todos los valores tomados por 1a VR en S. Se le llama también
varianza de dispersion y depende exclusivamente de 12 dimension y forma de S. La
varianza de estimacion crE2 por su parte depende del valor de z" luego del nimero
de puntos y su distribucién espacial.

2.6« Intervalos de confianza en la estimacién de un valor medio

La funclén de distribucién mas utilizada en geoestadistica para
caracterizar un error es la ley normal. Para un nivel de probabiidad dado o, el
intervalo de confianza de un estimador se expresa por:

I‘C.=(Z|_ap/2)cg (21)

donde (Z;_,n/p) €s una variable aleatorfa normal N(O,1) para un riesgol-ap/2
(Figura 3) y op es la desviacion del error.

En el caso del valor medio de una poblacidn m, estimado a partir de una
muestra de NP observaciones se pueden presentar dos casos :

a) variable no estructurada (independencia espacial). En este caso, la
independencia de las observaciones permite utilizar el teorema central limite que
estipula que para cualquier tipo de poblacién z(x) la ley de distribucion del valor
medio de una muestra de NP observaciones tiende a una ley normal si NP aumenta
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Figura 3.- Distribucion normal de un error de estimecion R. Intervalos de confianza pera un nivel de
probabilidad op.

Si m = E(z(x)) y o2 = VAR(z(x)) la ley de distribucién de z* es
asintoticamente normal N(m, o2/NP). Esto permite expresar la varianza del error
total R =m - 2 como : ‘

012 = VAR (R} = 02/NP (22)
y el intervalo de confianza con un riesgo |-ap/2 como

*(Z]_ﬂp/Q)U/JNP(RT <(Zl-ap/2J o/ NP (23)

b) variable estructurada (dependencia espacial).

En el caso de una variable regionalizada, el error total de estimacion del
valor medio tedrico de una poblacién Z(x) puede expresarse por :

Rt =Rp * Rg (24)

con  Rp=m-2Zp y Rg=Ip-I" (25)

Para cada uno de estos errores se puede calcular un intervalo de confianza
51 se conocen 1as varianzas respectivas g2 y op2 .

kX

1.C. (Rg) "KZ]-QDIZ) ofl (26)
L.C. (Rg) 'I(ZF'GDfQ) ogl (27)

En el caso mas desfavorable se puede aceptar (Russo y Bressler, 1982)
que R y Rp estan correlacionados a + 1 y se tiene

VAR[RY) = °T2 =(or + UE)Z (28)
y el intervalo de confianza del error Ry se expresa entonces por :

“L\-ap/2 OF * o) <Ry < Zi_gp/2 (oF * of) . (29)

2.7 Expresiones para calcular las varianzas de fluctuacién y de
estimacién del valor medio

2.7.1. Varianza de fluctuacién -

Si se considera que el valor medio teérico de una poblacién z(x) esta dado
por el promedio espacial sobre ei dominio D(Eg 7), 13 varianza de Tluctuacion del
valor medio se puede ar en términos del variograma (Journel y Huigbregts,
1978) suponiende qu

formado por la unién de un gran ndmero de superficies

opZ =7(D.D) -7(55) (30)
. 2 (

donde {(S.S)=(1/5%) 1 x-ydx dy 31
S='i B

(S.5) representa el valor medio del variograma en la superficie S (o D) cuando un
extremo del vector h = x - y describe la superficie S y el otro también, pero en
forma independiente. En el caso que D—>ee y el fendmeno presenta una varianza
finita o2 se cumplie que T{m,m)w? y se tiene que

o2 =062 -§(S5) (32)
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La Figura 4 presenta las variaciones de la varianza relativa de fluctuacign
del valor medic opZ / o2 en funcibn de 1a relacion Lg/a donde Lg es una dimension
caracteristica de la superficie Sy a es el alcance del variograma

glim)i Gt
&

e Esférico

x Exponenciol

03+

01+

9Ls!a
Figura 4~ Varianza relativa de fluctuacion del valor medio (tedrico) estimado a partir de una superifcie
de muestrec cuadrada de lado Lg pera los modelos esféricos y exponencial

0oL _
e}

s =, Sty e
1

R S e T e 8

Se observa que la varianza de fluctuacion puede llegar a ser muy grande
cuando 1a relacion Lg/a es pequefia. Se puede constatar que mientras mas grande
es el alcance del fendmeno en comparacion con 12 dimensién Lg, mas grande es la
varianza relativa de fluctuacion.

Se observa tamblén que esta varianza es mas importante en el caso del
modelo esférico que en el caso del modelo exponencial para valores pequefios de
Lg/a.  Esto se explica debido a la pendiente diferente en el origen de los
variogramas (Figura 2)

2.7.2. Varianza de estimacién del valor medio sobre 1a superficie S.
La varianza de estimacion del valor medio sobre una superficie S puede
ser calculada como :
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NP
2 -7 '
ogZ = VAR(Zg - 7%) e{[zR-Fi_ A 2x)12) (33)

bajo 1a hipbtesis de estacionaridad se puede expresar como :

5 NP NP NP
o -'Z JZx, AKX+ 22 4wy, S) - 1(5.5) (34)
L i 7

donde t(x;, S) = (1/5) L 1 (X - X)dx es el valor medio del variograma entre el
punto x; y un punto x que describe |z superficie Sy ¢ (X{ =X

: ) es el valor
veriograma a la distancla x; - Xj. J g

- El métc?do del krigeage por zonas, {(Matheron, 1970 ; Delhomme 1976)
‘utlllzando il metodo de optimizacitn de Lagrange minimiza la cantidad Q =
»’{AJ?(Z;; -.,Z ) ba:{o 'a restriccion X 14 = i (condicion de Insesgo) obteniéndose un
sistema.lineal, llamado sistema de krigeage simple del tipo :

NP

5

2 A X - xi) v p =¥x;S) 1=1,. .. NP

j g

< (35)
22 =1

e o

J

dcnde‘ W es el multiplicador de Lagrange. Se obtiene un sistema de NP + |
ecugc1ones con NP+1 incégnitas. La varianza en el dptimo, denominada también
varianza de krigeage se obtiene como :

NP
- e S
oF Mx,mi,S) 1 - (S,S) (36)

i 1 s iA 1 d
A titulo de flustracion se ha calculado la varianza de estimactén del valor medio
€n una supeficie cuadrada, muestreada con NP = 49 puntos de medida repartidos en

oo e ) ~ e Ane i -
ur = malia regular con los dos tipos de modelos En la Figura S se ha representado 1a

Fiac1tn de 1a an7a relativa -2 /ol
C16n de 12 vartanza relativa oz 2/62 en funcidn de la relacion Lg/a Sé observa
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que la varianza de estimacion aumenta con Ls/ay tiende asintoticamen
correspondiente a la varianza de estimacion de un fenomeno no est
22) (igual a 1/49) Se observa ademas que la varianza de estimacion
el modelo esférico es Inferior a aquella calculada con el modelo expo

se explica también por el comportamiento diferente que ambos m
cerca del origen (h—>0).

te al vajgr
Tucturado (Eq
Calculada cop
nenclal. Estg
odelos tienen

~ E
b L
- L Exponencial
T 0015 | %
~N L
~w .:
L &

0.010 Esferico

L X
0005 | /
e 1 o L e e I A ] 1 e
5 10 15

Ls/a

Figura S.- Yartenza relative de estimecién del valor medio (regional) con un plan de muastreu= regular
cuadrado de NP = 49 puntes de observacin.

28. Estimacién de 1a varianza de una F.A.

: En el caso de la varianza de una F A se pueden distinguir también los dos
tipos de errores :

fluctuacion Rp = 02 - o2 (37)

y error de estimacion Rg = o2 - 02® (38)

Se puede demostrar que para un fendmeno estructurado (Mufioz, 1987) que
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el valor esperado del error de fluctuacion E(Rg) es diferente de cero, lo que
significa que la varianza regional es un estimador sesgado de la varianza de un
fenémeno. Por consiguiente, con mayor razén la varianza experimental calculada
con NP puntos de medida repartldos sobre S es también un estimador sesgado. Se
obtiene que

El o2 - 0g2) = E( 02) - E( 0p2) = 02 - 1(5,5)> 0 39

donde ¥(S,S) constituye el valor esperado de la varianza regional. Es una cantidad
siempre inferior a o2 luego oZ* sera siempre una sub-estimacién de o2 El valor
de 1(S5,5) se hace cada vez mas diferente de o2 2 medida que disminuye la
relacion Lg/a (Flgura 4). Luego la vartanza experimental gue se obtiene en
superficies de muestreo donde Llg/a es pequefioc es una sub-estimacion de la
varianza teérica del fendmeno.

3. COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

expresiones y resultados obtenidos sobre el
comportamiento e fl y de estimacién de! valor medio

sobre una superficle S permite hacer

Licion espacial y

icie de muestrec S

y de la estructura del fenomeno caracterizada por el v

ii) La varianza de fluctuacitn 5;2 depende Unicamente de 1a dimensién de
la superficie de muestreo S, de su geometria y de la estructura del fenomeno.

ii1) El método de! krigeage por zonas, utilizando un promedio ponderado
como estimador del valor medio sobre una zona atribuye los valores de ponderacion
1 2 cada punto de medida de manera de minimizar la varianza de estimacion oEQ,

iv) Estas expresiones muestran que es necesario conocer la funcion de
estructura (variograma) especialmente en lo que se refiera al alcance a y al
comportamiento en el origen del variograma
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APLICACION DE LA GEOESTADISTICA EN EL ANALISIS DE LA
VARIABILIDAD ESPACIAL DE LA COMDUCTIVIDAD HIDRAULICA SATURADA

JOSE FCO. MUNOZ PARDO (1)
MICHEL VAUCLIN (2)

RESUMEN

La variabllidad espacial de la conductividad hidraulica saturada en una zona
a drenar es analizada a partir de un muestreo de 77 observaclones sobre una
parcela de 3 hs.

Se presentan las expreslones que permiten calcular las varianzas de
fuctuacién y de estimacion del valor medio en términos de funclones auxiliares.

Se muestra el Interés del andlisis geoestadistico que permite estimar la
precisién de 1a estimaclon del valor medlo de esta propledad considerando la
dependencia espacial de 1as observaciones.
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