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Se ha desarrollado un modelo de elementos finitos
rmite simular el movimiento y distribucién de una sustan -
nservativa disuelta en un flujo saturado de aguas subterrd

Se ha usado el método residual de Galerkin en conjunto
a discretizacion espacial en elementos triangulares; la in
;1on en el tiempo se efectia mediante un esquema de d1feren
acia atras.

Resolviendo simultdneamente las ecuaciones de flu-
e transporte de masas, se validé el modelo tedricamente
a solucion analitica para el caso de un flujo unidireccio-

Se aplico posteriormente al caso de un sistema de
icién de relaves a2 fin de determinar el efecto de filtra -
5 con alto contenido de alqunos compuestos a través del mu-
embalse cuando actian sobre las aguas subterraneas natura-
Se agregl posteriormente a esta simulacion el caso hipoté-
e que ademas existan aportes de aguas con alta concentra -
esde el cauce natural del rio. Los resultades indican gue
condiciones del sistema estudiadas inicialmente, la conta
i0n avanza muy lentamente, requiriendo cerca de 200 afios pa
anzar puntos ubicados a2 5 Km del muro.

ngenierp Civil, Profesor e Investigador del Centro de Recur
©s hidrdulicos de la Universidad de Chile.
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nales mediante diferencias finitas en que estudiaron el transpor

INTRODUCCION

te de sustancias conservativas en las zonas saturada Y no satura
de de formaciones acuiferas, respectivamente. Por otro lado, DE
guid y Reeves (1977) y Pickens et al. {19739) han aplicado mode -
los de elementos finites cuadrilidteros y triangulares, respecti-
. vamente, para representar procesos de dispersidn en sistemas a-
2 cuiferos parcialmente saturados, donde esta condicign aparece
planteada en las ecuacicnes dei flujo y del transporte de masas
a través de términos que dependen de 1z humedad del suelo.

El estudio del movimiento y distribucidn de sygy,
cias conservativas en flujos de aguas subterraneas ha recibidg
especial atencién en los dltimos afios, puesto que Su origen pye.
de representar una fuente de contaminacidén del recurso. En efec
to, el uso excesivo de fertilizantes en agricultura, la disposi.
cién de efluentes de aguas servidas o de desechos industriales .
la infiltracién de aguas provenientes de relaves, son algunas d§“:
esas fuentes de contaminacion posibles.

En el presente trabajo se ha desarrollado un mode-
lo bidimensional de elementos finitos triangulares para estudiar
_ el movimiento y distribucidn de sustancias conservativas er flu-
fl Jjos subterra@neos bidimensionales. Este modelo requiere ser ope-
5. rago en conjunto con un modele de simulacidn del flujo subterrd-

.~ neo, que entrega los valores de velocidad que se requieren como
. datos de entrada.

Para representar la forma como el transporte de e
tos elementos se manifiesta tanto espacial como temporalmente, f“ 
se recurre a la simulacién matemitica mediante modelos analiti -
cos en el caso 9 geometrias simples ¥ condiciones de borde invai‘ {
riables, y a modelos numéricos cuando los sistemas son geumétriiz 3

camente mas complejos.

Luego de su validacidn tedrica, el modelo se apii-
cd 2 una situacion hipotética de un sistema de depositacién de
relaves, en el cual las filtraciones a través de)l muro de embal-
- Se pueden generar aumentos en el tiempo del contenido de algunos
- compuestos en las aguas subterrdneas naturales.

Entre los autores gue han desarrollado soluciones

analfticas debe destacarse a Ogata {(1970), quien incluye ?na r!iﬁ
copilacién bastante extensa de casos cldsicos de dispersidon QFT‘
medios poroses para flujos unidireccionales, en donde enfatiza ;.
los aspectos fisicos y tedricos de este proceso y entreqa‘1as 50
luciones analiticas de los casos tratados. Con poster1?r1dad,‘
otros autores como por ejemplo Marifio (1874 a, 1974 b) incorpor

i i ; "MODELO MATEMATICO
ron los efectos da adsorcién, intercambio y decaimiento radlnctll £ _0 ELO 1

vo en flujos igualmente unidireccionales. o E1 estudio del movimiento y distribucién a lo iar-
'go del tiempo de sustancias conservativas disueltas en un siste-
ma acuiferc saturado, debe efectuarse resolviendo secuencialmen-
~ te la ecuacidn del flujo subterrineo y la ecuacifn de transporte
de masas. En efecto, la solucién de 1a ecuacidn diferencial que
caracteriza el flujo subterrdnec entrega los valores de las com-
_ ponentes de velocidad que aparecen explicitas en la ecuacidn de
ﬂ;transpnrte. En el caso de sistemas de aguas subterrdneas reales

. en gue las variaciones en el tiempo de los niveles fredticos

18
La limitacion de las soluciones analiticas a flu -

jos unidireccionales ha podido superarse con la incorporacion déﬂ
En efecto, en la literatura

s numéricas obtenidas de

los métodos numéricos de selucidn.

isti lucione
pueden encontrarse distintas so o w
la aplicacién de modelos de diferencias finitas y de elementofétq
finitos, que han permitido caracterizar el proceso de duspers1_a}
en flujos hasta en 3 dimensiones. Bredehoeft ¥y P1nder.(%973)7 {.
Eresler (1973), desarrollaron soluciones para flujos bidimensio=
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sean poco importantes, las velocidades pueden obtenerse de-ﬁ% i
delo que resuelva la ecuacién del flujo en régimen Permanegn :
les que Juego son incorporadas al modelo impermanente que

teriza el transporte de la sustancia conservativa disuelt,

que [R] es unz matriz simétrica de N x N (N nimero de ny -
de la malla) y {F} un vector columna que incorpora las condi
jones de borde. Para un elemento e(i,j,m) cualquiera -

+» €505 coe
) €
jcientes valen :

i e
La ecuacién que describe el flujo bidimensiong rgg = ¥ alb; by + d; dy) {4a)
un medio permeable saturadc es la siguiente : 1
T4 TR Ry Yy (4b)
Sonflt, &) wdoapmn 3oy onag <
9x X 3x sy Yy 2y

i Que K€ es la permeabilidad del elemento triangular, & su drea,
is la longitud del lado condicién de borde y b, = (yl - yj)IZA,

con condiciones de borde a 1o largc de limites del dominip A
=l - oyglies, 4 - {xj - xp)/2e, dj i LA Y 52

AZ que pueden ser del tipo

hix,y) = H(x,y) en Al El sistema de ecuaciones lineales asi definido se
g suelve wediante un método de eliminacidn de Gauss modificado,
h 3h s Pl S8 2 A 5
K ns Ta Ky 3y "y 9, en Az do que la matriz de coeficientes es simétrica y contiene wuna

gran cantidad de elementos nulos. De la resolucién de este sis-
ma se calculan las componentes de velocidad de filtracicn u, ¥

en Jue h es el potencial hidriulico, K.y K, son los valpies en las direcciones x e y dentro de cada elemento como

la permeabilidad en las direcciones de los ejes cartesianos ;‘

¥, H(x,y) es el valor constante de h a lo largo de Aps ny y'jﬁ' u = - KEIS; (by hy + bJ hj +b h) (52)
son las componentes en x y en y de un vector unitario normal

N | i _ yE sc®
Timite A, y q es la tasa de flujo que escurre por ese Iimite. o & X /§y (d; h, + ds hj +dy hy) (5b)

E1 modelo numéricoe considera la divisién del domi- nde S; es la porosidad efectiva supuesta constante dentro del
§* hIn los valores ya calculados del potencial hi

dulico en los nudos.

nio del flujo en elementos triangulares y funciones linesles emento y h,, h
aproximacidon del potencial hidrdulico en e€) interior de cada e

mento. Las funciones de aproximacidn dentro de un elemento de
penden de las coordenadas y del valor del potencial en cada uno

de los nudos que lo componern.

Por otro lado, si en algun punto o sector del sis-
ma acuifero se incorpora una sclucidn de una substancia conser
; vativa de concentracidn C1 diferente a2 la original CO‘ se tendra
La aplicacién del cdlculo variacional 2 la ecuz 2 siguiente ecuacidn diferencial para caracterizar el transpor-
cién diferencial, en conjunto con la discretizacidn sefnalada,

permiten llegar a definir un sistema de ecuaciones lineales cuy

‘de masas de esta substancia

expresién matricial simplificada es (Cabrera y Marifio, 1976) : 2%c s 8L _ at _ aC
p r p (Cabr y Mar ) 5 D i Dy 5 P STy e 0 (6)

[R] th} + {F} = 0
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sion en las direcciones x e y. La condicion inicial del ‘“
se expresa como : Xp Y5 " X5 Yp)/28y a5 = (xg yo - xp y;)/28. Las integra-

dobles dentro de cada elemento se calculan numéricamente me-
e un método de cuadratura de Gauss especialmente desarrolla

a dreas triangulares (Stroud, 1971).

C(x,y,0) = C0

y las condiciones de borde a lo largo de limites Arya

11 B 5
El dominio temporal se divide en incrementos dis -

s, de modo que las derivadas en el tiempo resultan constan-
entro de cada intervalo. Asi, el sistema de ecuaciones (8)
uelve para cada incremento de tiempo en forma independien-
para ello se utiliza un esquema de diferencias finitas hz -
tras, que ha demostrado funcionar adecuadamente en cuanto a
rgencia y estabilidad en la resolucidn de problemas de este

Clx.y.t} = C, : en A

aC 30 ¢ &
Dx %t Dy 3}'“y E(x,y,.t) en AII'

en que E(x,y) representa el valor del gradiente de concgnt;
normal a la direccién del limite AlI del sistema.

Considerando 1a misma descretizacidn del domj
en elementos triangulares, y usando igualmente funciones 1j
les de aproximacidon para la concentracidn dentro de cada ef
to, la aplicaciéon del método residual de Galerkin conduce @

Los aspectos descritos precedentemente fueron in -
rados en dos programas de computacién. El primero permite
ir las caracteristicas del escurrimiento subterrdneo perma-
y €l segundo determina la distribucién de la sustancia con
tiva en el tiempo dentro del dominio del flujo. Las carac-
ticas de ellos pueden verse en Cabrera y Marifio (1976).

sictema de ecuaciones lineales cuya expresidon matricial g-i,a
es (Labrera y Marifio, 1976)

[P] {c} + [Q] {aC/at} + {G} = 0O

en que [P] y [Q] son matrices de dimensiones N x N y {G} un
tor columna con términos conocides. Para un elemento cualqu ACION TEORICA
esos coeficientes valen
Con el fin de comprobar la calidad del modelo, és-
= D: & by bj + D; s d, dj + (ui bj + u; dj) JJ Ny dxdy ! te validé con una solucidn analftica desarrollada por Ogata ¥

nks (1961) que corresponde al caso del movimiento de una sus -
*iia conservativa en un flujo confinado unidireccicnal en que

existe dispersidon longitudinal.

Pij

Riyp 'J Ni Nj dxdy

Los valores de los parédmetros utilizados en 1a va-
cion fueron , = 0.1 m? /min, v, = 0.1 m/min, C(x,y,0) =
mg/1, C{(0,0,t) = 10.0 mg/1, At = 10 min. Los resultados ob-
dos para tiempos de 10 min y 40 min a diferentes distancias

gy = FE (xy.t) 1y

donde todos loa parametros con indice e son constantes dentro |

cada elemento, N, = (2; + byx + diy) y N, = (aj + bjx + djyl o

5 origen se muestran en 1a Tebla 1 y en Ta Figura 1.
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El sistema estudiado se ha esquematizado en la Fi-
en la que puede verse la presencia del muro de embalse
- relaves sobre el rio A el que es afluente del rio B. EI

CONCERTRACION (mg/1)

_ t =10 min t = 40 min g

(a) Analit. Elem. Finit, Analft. Elem. Fiﬂitti % delada abarca una extensidn de aproximadamente 10 Km 2
0.0 10.00 10.00 10.00 10.00 B gel muro de embalse.

1.0 7.14 7.%0 8.61 9.69

2.0 3.65 3.67 8.86 B.8% El muro es homogéneo e isotrdpico, con una seccidn
3.0 1.26 1.27 - 7:71 rsal maxima tipica como la indicada en la Figura 3. En
4.0 0.28 0.40 6.28 6.27 parece un dren interior cuya funcidn es la de recoger y
5.0 0.04 0.12 4.73 4.70 r las aguas que filtren hacia una alfombra drenante que
6.0 - 0.30 3223 3.22 las aguas hacia la napa de aguas subterréneas. La permea
Zx0 > 0.01 1.58 2.02 jdad del material del muro es de 10™% cm/s como mdximo. En el
8.0 - - 1.09 1.17 del valle donde se ubica el muro, existe un lente impermea
5.0 = = 0.39 0.62 mo-arcilloso que impide el flujo de filtraciones bajo el
10.0 - - 0.17 0.28 e embalse.

soluciones, siendo mayores las diferencias entre ambas para t
Por otra parte, las waycres diferencias puntual
se producen cerca de los extremos, siendo practicamente despre

pos mencres.

ciables en el ceniro de 1a nube de dispersion. De acuerdo a es-
tos resultados puede asegurarse que al operar el modelo en siu
mas de aguas subterrdneas reales, se debe conseguir una adecua
representacion del transporte de masas si 1a componente lonaoitu-
dinal de la dispersion es dominante. :

Como puede apreciarse existe gran similitud en

CASO DE ESTUDIO

filtraciones a través del muro de embalse de un sistema de dispo
En esta situacion se ha considerado que debi

El caso estudiado corresponde al de los efectos dﬁ

sicidn de relaves.

do 2 esas filtraciones pueden incorporarse al sistema acuifero
elementos ajenos 2@ la composicién natural de las aguas subterrgﬁm

neas.

En el sistema acuifero natural existe una napa

tica que de acuerdo a corridas de medicidén de niveles reali-
en el valle del rio A aparece a unos 3.0 m de prefundidad
jo cerca del cauce, mientras que en el valle del rio B se
ssenta 2lgo més superficial. Los niveles fredticos tienen una
cién dentro del afio de 1,0 m o mds, dependiendo é&sta princi
te de las 1luvias. La pendiente natural promedio del ni -
eitico es de 0,3% a 1o largo del lecho en el valle del rio
y de sélo 0.2% promedio en el caso del valle del rio B. La
stribucion promedio de isofredticas se ha incluido en la Figu-

Respecto al acuifero, en su parte superficial se
one de arenas finas a medias con algin contenido de material
fino, caracteristica tipica de los rellenos sedimentarios en
cas pluviales de pequefia extension. La potencia de estas
ciones se estima en algunas decenas de metros, no habiéndo-

en el valle del rio B se destinan primordialmente 2 la agri-
ura de riego mientras que en el valle del rio A ésta es muy

nitada.

lcanzado su fondo con las perforaciones efectuadas. Los sue
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En toda el area de interés existen norias gy un
mero superior a 70. De la realizacién de cerca de 30 prugb!g
agotamiento y recuperacién en ellas, pudo caracterizarse j,
en cuanto a permeabilidades superficiales. Segiin esto, en g
1le del rio A las permeabilidades estarian comprendidas entre
9.0 x 10°° m/s y 4.0 x 10”% m/s, mientras en el valle de] g,
serian mayores. En efecto, en este-valle, aguas arriba ge y
confluencia de ambos rios, las permeabilidades varian entre
3.0 x 10" m/s y 2.0 x 107" m/s, mientras que aguas abajo de
confluencia pueden llegar hasta 7.0 x 107" m/s. En sectoreg
jados de los lechos de rio se determind valores minimos de p
7.0 x 10°¢ m/s. La porosidad efectiva se estimd segin el ti)
de suelo en 0.03 para todo el drea.

e valores maximos de la dispersividad longitudinal de 30 m en
o que posean una granulometria media.

L JCACION AL CASQO DE ESTUDIO

joracion de elementos con alta concentracién a las aguas subte -
aneas naturales serd ias filtraciones a través del muro de em-

Los caudales de filtraciones se calcularon median-
te el modelo de simuylacion del flujo aplicado a la seccidgn del
‘nuro de la Figura 3, tomando en cuenta el mdximo nivel de aguas
n el embalse. Este calculo se efectud a partir de los valores
1 potencial en los nudos que entrega el modelo, determindndose
e para un ancho medioc de 730 m el caudal seriza 11,2 1/s. En la
‘Figura 3 se han trazado las lineas eguipotenciales resultantes
de 1a interpolacion del potenciai en los nudos.

En cuanto a la calidad de las aguas subterrdnea
naturales, su determinacién en 10 norias del area de estudiop
dicé concentraciones muy variables de los pardmetros analizado
Por otra parte, se verificé que en los relaves algunos parime
tros mostraban contenidos excesivos respecto a 10s estdndares g
ra distintos usos. De este modo se eligié el anién sulfato
parémetro a estudiar porque ademés los aniones poseen en gen
una capacidad de fijacién o intercambio iénico con los suelos
que es mucho menor 2 la de los cationes y asi se estaria apli
do un criterio esencialmente conservador en el estudio. En '

‘ Para la simulacion del flujo subterrdneo en el
‘drea de interés, se trazd inicialmente una malla de elementos
iangulares compuesta de 123 nudos y 185 elementos. Las condi-
jones de borde usadas fueron los niveles medidos en norias ubi-
das en los limites del area. Adoptando valores iniciales ' de
permeabilidad dentro de cada elemento se procedif a calibrar

ciones entre 5 mg/l1 y 100 mg/1, mientras que en el agua de re

ves 2 embalsar pueden alcanzar los 1500 mg/l.
modelo, intentando reproducir en la simulacion los niveles

';reiticos en nudos segin las equipotenciales de la Figura 2. Pz
‘ra ello se modificaron los valores de la permeabilidad dentro de
ngos razonables hasta conseguir ese ajuste.

En relacion a los pardmetros que definen las car
teristicas dispersivas del acuifero saturado. vale decir, los

tablecido empiricamente una relacién directa entre ellos ¥y la
locidad del flujo, en que la constante de proporcionalidad es
denominada dispersividad (longitudinal y transversal). Segdn .
comienda la literatura, una relacidn razonable entre ambas d1§‘,
persividades es 3/1 en formaciones acuiferas naturales, esti

A continuacidén, se procesd el modelo del flujo sub
terranee incorporéndole 1a condicidn de filtracidn méxima a tra-
€s del muro, ya calculada. Con ello, la simulacion del modelo

flujo entregd valores mayores hasta en 3.5 m 2 los medidos in
diatamente aguas abajo del muro. De esta simulacién se obtuvo

Tal como se indicé, la causa principal de la incor
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los valores de la velocidad aparente que divididos por i, Pom
dad efectiva dan como resultado las velocidades reales dej ¢, a
Esta Oltima es la requerida como datc de entrada al modelg ‘é
transporte.

n pudo establecerse lo siguiente :

a contaminacidn proveniente de las filtraciones a través del
yro y de la infiltracién de aguas superficiales con alto con-
enido de sulfatos en el lecho del rio A, alcanza hasta 5 Km
guas abajo de la confluencia y 2 Km aguas arriba en sélo 20
fios, segin puede verse en la Figura 6.

El modelo de transporte de m2sas se operd par
situaciones hipotéticas distintas. En la primera se supusy

la contaminacidon de las aguas subterrdneas proviene ﬁ“icﬂlentq
de las filtraciones a través de la presa. En 12 secunda sitys
cién, con un fin esencialmente didéctico, se 2gregd 2 1o ante .
rior una posible infiltracidén a través del lecho del rio g debi

da 2 aquas superficiales con alto contenido de sulfatos. P""i@

este transporte tan rapido de los sulfatos se debe principal -
mente a gque las permeabilidades en el valle del rio B son bas-
tante mayores al resto, especialmente aguas abajo de la con -
J;f%uencia con el rio A.

gque las aguas subterrdneas naturales mostraron contenides vari
biles de sulfatos, se simulo para 4 condiciones base supuestag
cuales fueron 5, 10, 30 y 100 mg/1, aunque siempre manteniendg
en 1500 mg/) la concentracién de la sdiucidn de relaves.

CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo numérico de transpor-
de masas basado en la técnica de elementos finitos, que permi
simular el proceso de dispersién de una sustancia conservati-
disvelta en las aguas subterrdneas de un sistema acuifero.

De la operacidn del modeio para la primera s-it“u_e
cion se determind lo siguiente .

- una contaminacion proveniente exclusivamente de las filtraci

d€s @ rEVES deT mure ino o Veanzarta 61 valle dél rio BR zoq:»- Su aplicacidén al caso de un sistema de disposicign
relaves, en que los efectos nocivos para el aguz subterrédnea
tural pueden provenir-de las filtraciones a través del muro de
balse sefialan que, para un sistema natural, formado por un a-
iferc de granulometria media que cobija una napa subterrdnea
ética, el elemento contaminante (sulfatos) tardaria cerca de
0 afios en avanzar aproximadamente 5 Km (valle del rfo A). Con
0, 2] menos en ese periodo no existirfa contaminacién de las
as subterrdneas aguas abajo, las que son utilizadas en forma
tensa para el riego (valle del rio B).

anos

- la condicidn inicial de concentracion de sulfatos en las aguﬁg {
subterrdneas naturales no preduce variaciones ostensibles eﬁJ
la respuesta del modelo; esto es, el lTimite de aguzs &bajo de
la zona afectadz con el transporte de sulfatos en exceso es

préicticamente el mismo.

En la Figura 4 se muestra un planc de planta cﬁﬁ?
curvas de isoconcentracion de sulfatos y en la Figura 5 un gra
co de variacion de la concentracién de este compuesto 2 To largo

~ Al agregar a2 lo anterior una eventual filtracidn
del tiempo en puntos ubicados a distintas distancias del muro fﬁ% greg

e aguas con alto contenido de sulfatos a través del lecho del

o A, el efecto nocivo avanza mds rapido en el valle del rio B,

omprometiendo un &rea de unos 6 Km de extensién en alrededor de
afos.

embalse.

De la operacidon del modelo para la segunda situi;
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Una mejor respuesta del modelo numérico, ; of longitudinal dispersion in porous media. U.S. Gelogi -

survey Proffesional Paper 411-A.

a2 convergencia y estabilidad para situaciones en gue ‘ae:‘ 3
sién lateral tenga importancia relativa mayor a la de 1, !
tratados, deberia conseguirse trabajando con funciones de
macion de mayor grado dentro de cada elemento, ¥y posibje
corporando diferentes ponderaciones a los términos disﬁe
en el planteamiento numérico, segin se recomienda en algur
bliocgrafia reciente relativa al tema. E1 Centro de Recur
dréulicos de la Universidad de Chile estd desarrollando ep ,
momentos un proyecto de investigacion aplicada orientadg
ese aspecto de la modelacién del transporte de masas ep

a A. 1970. Theory of Dispersion in a Granular Medium. U.S.
pgical Survey Proffesional Paper 411-1.

ens J.F., Gillham R.W. y Cameron D.R. 1979. Finite-element
ysis of the transport of water and solutes in tile-drained
Journal of Hydroiegy. Vol 40, 243-264.

d A.H. 1971, Approximate calculation of multiple integrals,
ice-Hall Inc.

subterréneas.
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RESUMEN

1

200 {(afos)

1

";-.Se presenta una metodologfaz simple para realizar anflisis

'ecuencias ée datos hidrolfgicos. Esta metodologia, a través
anflisis de regresibn entre la variable v el factor de fre-
ia correspondiente a un modelo probabilistico, permite reali-

1
150

‘inferencias ¢dc valores extremos ¥y su varian:za asociada, ademfs,
ilita el usc de combinaciones de modelos, lo que Gisminuye la
tidumbre del valor inferide. Fl procedimiento se aplica a
Series de gastos miximos instantincos, obteniéndose resulta-

ue pueden considerarse promisorios.

X ‘Distaneia al mure de embalse
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