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RESUMEN

Se presenta el método del filtro de Kalman y se usa en con-

métodos de andlisis de propagacién de crecidas en cauces
, compardndosc los resultados con aquellos obtenides por

; _Ddbs tradicionales. Se establecen las ventajas de esta me-
' en el pronéstico de crecidas en "tiempo real'.
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acién del sistema por el modelo; y una ecuacifén de me-
cual puede ser usada para representar las mediciones
adas ¥ salidas del modelo, sujetas a un error de medi-
se conoce el comportamiento del sistema hasta el tiempo
ci filtro de Kalman especifica de qué manera pueden efec

3. Introduccién.

Con el objeto de predecir las variaciones espaciales y tem.l
porales de nidrogramas de crecidas en tramos de canalizaciones
abiertas, se utilizan diversos métodos de anilisis de propagacifp pron6sticos del comportamiento futuro del sistema y su
de crecidas. Dentro de estos, existen dos grandes grupos, aque- jado, y cbmo, 2 medida que se efectian nuevas mediciones,
1los basados en la solucibén numérica de las ecuaciones diferencia. |

les de continuidad y cantidad de movimiento, que describen el fly-

onfsticos ¥y sus errores pueden actualizarse considerando
. informacién.

jo impermanente en canales abiertos, normalmente denominados métg. ‘ :

s rices, v suedlos Hlanados nivodo: hidrologicos, qut iy ;<ste procedimiento ha sido aplicade con éxito por Moore y
977) y Wood (1977), para el rastreo de crecidas en tiempo

»ﬂé] rio Dee, Reino Unido, utilizande modelos del tipo AR(p)

bles exbgenas, ¥y otros basados en la ecuacibtn de onda ci-

sados en la ecuacién de continuidad Y una relacibn para la funcigy 3
de almacenamiento en el tramo, se aproximan a la solucién buscada,'
L1 emplco de una determinada técnica, dependerd fundamentalmente

del tipo de problema que se estid analizando. Uno de los problemas
que ha merecido especial atencibn-en afios recientes, es el de Pro-

a. En este trabajo se analiza su aplicabilidad cuando se
ran los modelos tradicionalmente usades en nuestro medio,
-omo el método de Muskingum (hidrolégico) y el método de las
sristicas (hidriulico).

néstico de crecidas en el corto plazo, con el objetec de tomar me-
didas apropiadas de control y manejo de obras hidriulicas en even-
tos extremos, a medida que estos se van desarrollando, se emplea

usualmente en estos casos el término "tiempo real” en referencia T B - -

a2 este tipo de pronésticos. ‘Filtro de Kalman.

' Metodologpia.

I'ara el pron6stico de crecidas en "tiempo real", los pro
cedimientos tradicionales de anilisis de propapacidn de crecidas
' Sca un proceso discreto que pucde scr represcntado por dos
iones, una denominada ecuacién de evolucién de estado o ecua-

presentan limitaciones que no hacen posible tomar en cuenta a lo

largo del tiempo, la informacién que puede ir obteniéndose durante
la ocurrencia del suceso, a lo largo del tramo en estudio. En es- del sistema:
te trabajo se analiza una técnica, aplicable en algunos casos, deno
Etlp * O™ 1)

-1

minada Filtro de Kalman, yue es especialmente apropiada para pronds ; : oy = Fo X

ticos en "tiempo real'.
| otra, ecuacién de mediciones:
£l método del Filtro de Kalman supone que un modelo analiti ;i
co cualquiera, que puede ser planteado para algin problema en es- 8 T Xy (2)
tudio, es una imperfecta representacién del proceso. E1 modelo
del proceso debe formularse en ecuaciones que se conocen como re- e X, corresponde al estado del sistema en el tiempo t, repre-
presentacién estado-espacio. Esta representacifn consiste en una -ado por una matriz de dimensidém nx1 o vector columna, U, es una
ecuacibn del sistema (o modelo), que representa el proceso en tér entrada deterministica en el tiempo t y corresponde a un vector de

minos de, valores conccidos ¥y de un error que refleja la imperfec

S
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dimensibn s, Z, ©s un vector columnz de dimensibn 1 yue incluye
las mediciones hechas en el tiempo t de algunas o todas las varia

bles contenidas en el vector de estado, F es una matriz de nxn

denominada funcién de transicibn del esta§o1del sistema del tiem-
po t-1 al tiempo t. Et: es una mairiz de nxs que corresponde a
la entrada deterministica,; ”t es una matriz de lxn gque relaciona
¢l estado con las mediciones, ¥, ¥ ¥V, son vectores columna de di-
mensiones m y 1 respectivamente, que representan los ruidos del
sistema y mediciones, respectivamente, finalmente, Gt es una ma-
triz de nxm que se denomina matriz del ruido del sistema.

Las matrices [, L, G vy H deben ser conocidas y pueden ser
variables o constantes en el tiempo; ello dependeri del proceso
cue se estd modelando y del modelo correspondiente.

La entrada deterministica Ut no se considera explficitamen-
te en el desarrollo que sigue, dado que no altera el procedimien-
10. La metodolegia supone que los ruidos ¥y ¥ ¥g Son secuencias
independientes de impactos aleatorios con distribucifn normal, de-
nominacas de ruido blanco, con valeres esperados w y vV y varian-
zas T v R respectivamente. El objetivo Giltimo del método, es en-
contrar una estimacién del estado X: cuando 24 Gilim 1 o cnsi s 9o  B) BT

~
zido medidos; esta estimacitn. X se calcula ryecursivamente y
~

L oy

Tequiere de una prediccién X _7: €D el tiempo anterior, la gque

t/t
se obtiene usando la ecuacién del sistema (1), la que escrita con

£sta nomenclatura es:

2 Fo. o3 G, 3
= e L + LW
kt/t-l t=-PRp=Y =1 t (3)
Una vez que se conoce la medida z, correspondiente al tiem-
t
no t, se calcula la innovacién Ve haciendo uso de la ecuacién de
medicién (2):

~

tkt/t—1

Ve =2 H V) (4)

luego, es posible actualizar la estimacibén, afectandc el pronbs-
tico por un término correctivo:
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T Kepr-1 * KeVe (5)

se denomina ganancia de Kalman, que se define consideran
filtro debe tener, una varianza minima y ser insesgado,

‘cea 6ptimo. Lla panancia de Kalman queda definida por la
varianza-covarianza de los errores del pronféstico

por la varianza de los erroresde la medicién Ztlt—T:

T.-1
= Peye-1Mee/en (6)
cilculo de estas matrices y vectores es recursivo, ya 1

muestra que tanto Pt/t-1 como 2:/:-1 dependen de la esti-

del estado inicial gOIO y de la varianza-covarianza de sus
%310’ Esto queda de manifiesto de las siguientes defini-
o !

T T 1

:Vzklt-l = Fe 1ty * 676, (7
Bee - DX dr .. (8)
7 = HP HI + R 9

ft-1 tt/t-1"t (9)

'ffﬁ conocimiento de todas las matrices anteriores posibilita
s el pronéstico del estado en el tiempo t+1 y el cilculo de

z de varianza-covarianza del error correspondiente:

.$t+?/t Nl e 7 T T Lo b
S L8 -T T ;
- Preaze T Telesefe * Gran Ty (i1 :

f"iis posible demostrar que si el filtro es &éptimo y todas las
ces Ft’ Hyo Gy w, v, Ty R son conocidas, la secuencia de
ciones del filtro serd un proceso independiente gaussiano

as sipuientes propiedades:

b B -0 (12)
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Edvgvecgdo® (R ¢ MePy o qHed8e pon (15
siendo Gt,t-k el delta de Kroenecker.
2.2 El_filtro de Kalman en al rastreo de Crecidas usando el me.

todo de las caracteristicas.

Para estudiar la propagacidn de ondas en canales abiertos,
tradicionalmente se usan las ecuaciones a derivadas parciales de
Saint Venant. Si en ellas se considera un canal prismitico en gque
no hay aportes laterales, las ecuaciones pueden escribirse en 13
forma bdsica del método de las caracteristicas, como sigue:

[%S + (Vjc)%%] % L(V;c)[g% . (Vtc}%i] = BA(S,-Sp)  (14)

g% = Vic (15)

siendo Q el caudal; t el tiempo; V la velocidad media del escurri-
miento; ¢ la celeridad de la onda; y la altura de escurrimiento;
x la distancia; L el ancho superficial; A el &rea de escurrimiento;

g la aceleracidn de gravedad,; SO la pendiente de fondo y S¢ 12 pen-

diente de la linea de energia.

En su desarrollo tradicional el método requiere de una con-

dicién de borde aguas arriba,en este caso el hidrograma de entra-
da, y otra aguas abajo, en este casoc la ecuacibén de Manning, las
que en conjunto con una discretizacién adecuada de las ecuaciones
caracteristicas hacia atrds y hacia adelantc, respectivamente, per-
miten resolver en forma explicita el sistema de ecuaciones para
los puntos extremos. Para los puntos interiores se ocupan las
ecuaciones caracteristicas hacia atris y hacia adelante discreti-
zadas de modo de obtener en forma explficita las incégnitas Q e y
para el tiempo siguiente en cada punto de interés. Para asegurar

la estabilidad del método, Seguel (1978) propone evaluar la pendien-

te de la linea de energia como:
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S
zs 13 (16)

" E At < Ax : a7
[V]+ec

7_93 esta manera, las ecuaciones que se muestran en la Figura
n la altura y el caudal en cualquiera de los N puntos del
estudio.

A base de estas ecuaciones, para aplicar la metodologia del
de Kalman, se considera que: -

- el vector de estado queda definido por las alturas y cau-
en los distintos puntos del tramo en estudio:

B ol At ot T ot
B X O Y, ...t YR (18)

g b - . )
_ - el vector de variables deterministicas corresponde a los
les en la seccién de entrada

L HIEGHEES (19)

Ay

- el vector de mediciones s6lo contiene el caudal en 1la
n de salida

2, = {Q) (20)

- la matriz F de transicién del estado, se define como una
zzde banda de ancho 6, en que, con la notacién definida en 1la
a 1,los términos no nulos quedan expresados en la forma que
dica en el Apéndice.
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i
matriz E que afecta a la variable deterministica, con-
valores no nulos:
e | ;
I i L L - LK
| = 5 132 K2
! —_
! (5]
‘ - : G eetin (21)
fil 2o Z E52 1z T T2
=i g <& 2
- Secan N ia matriz H depende de la definicién del vector Z, ¥ en
_O, ey O contiene s6lo 1 término no nulo:
" " E
Y 5
2 sz .
[ . e Ef ¥ X =[000 ... 010] (22)
0 o 2F%
E, i s .: . - los ruidos en general se consideran con valor esperado
: ;r; xl —d' e 3 g : matrices relacionadas con ellos dependen de la aplica-
g . & 1 -:. i . amente tal. l
- [=] X -z : o o :
(&) = > : o ]
) c . X o a
v ,1 -z - @© d ~ : q—‘ 73 !
< . c X ()T l9e o 2 E1 Fi de Kal ;
> = ' o : _, i P } El Filtro de Kalman en_el Rastreo de Crecidas Usando el Mé-
- @ : - = - i
:o < g - —c;‘ = _cx 5 r > ! ?4: o de Muskhingum.
$8 3 * V. WIS GILN oA i - ;
£8 | 3 3% o bl = = el 8 00 Uno de los métodos hidroldpicos cominmente usado para el
‘:‘_r" - o © L ¥ X : —— ) de crecidas en cauces naturales, corresponde al método de
- ‘ bt §F . q
s E % O* —).’; = __'j __i_ 5 ‘i"! n, que considera la ecuacién de continuidad: 4
& & &€ N ET] : ~ |
Z uw X -~ w ":L.. ; ‘
o - ¥ _l O D> w = el - i ds
S/ o cEs R Wl SaF el 4 - & @ f
.72 P RS W g g e s | ' ‘
— o —— — -
- - S— . s ’ [ i i
tu) >l_'. 32 >'- = ?_: :} N % » ‘}l’ c;; la funcién de almacenamiento S del tramo usando dos para-
o + D ; . l.:i.l =L, l S ¥ ¥ X Lk ¥ a, ¥ los caudales de entrada I, y salida Q, del tramo,
= 0 n 00 SRS B igue:
| . X X = e Wi
i = L 3.3 T-F-I-i-if o R . A
| B b e o e s e . s - RO R (24)
‘ ‘ § " Z no_n Srévuy " & ‘.b - 4‘; .
: - = p v 7 < i i i
,M g _>: E ;;: _c, ‘:';:' _>:, _6 .,- -— .l-.as dos ecuaciones anteriores permiten expresar el caudal
H, C; ‘:; cg ida en el tiempo sipuiente a través de la ecuacibn:
| MX.rX, X
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bR o SR S R (25)

donde, si At representa el intervalo de tiempo de rastreo, se

ka-0,52t

Co ™ ° F-ke+0,38¢

ka+0.5At 3 3
Cy = K-ko+0,50t (26) | |

la entrada a cada subtramo corresponde al caudal de salida del tra
mo anterior (I; = Q;_|) y por lo tanto si el caudal de entrada en e - %
1z seccibn inicial es Q.l en forma general, el caudal en cualquier

seccibn i puede expresarse como:

t+1 _ ~i-1,t+] i-2 t i-3 . t
Qi co Q1 * Co c1Q1 4 Co (CT * co CZ)QZ R

o t t
. CO(C1 + COCZ)'Q1-1 + CZQi (27)

A base de lo anterior, para aplicar 1la metodologia del fil- rco
tro de Kalman se considera que: 2
co
- el vector de estado queda definido por los caudales de
salida de cada subtramo: Cz
X7 = {Q} Q} --. Q! (28) 4
CN-1
- el vector de variables deterministicas corresponde a los o

caudales en la seccifn de entrada

A

#u." B Iﬂ oo

c JI
U, = " Qf) (2¢9)

+£
c. - kcka-o,set B ot
2 © K-ka+0,55t
€, (Cy4C.C5)
Si el tramo de rio se divide en N-1 subtramos, se tiene que 2
C°[C1+COC2)

0
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0

C1+COC2

Co(C1+C,Cy)

N-4
CO (c1‘CoC2)

1]

(30)

(31)

)

(4€35adn 85 J

(32)

.‘ la matriz H contiene s6lo 1 término no nulo.

PR ey




3 Aplicaciones.

La metodologia descrita en el punto anterior se ha aplica-
do a la cuenca del rfc Tinguiririca que se muestra en la Fipura
Se utiliza como hidrograma de entrada la suma de los hidrogramag
medidos en las estaciones Tinguiririca en Bajo Los Briones y Cla-
To en el Valle; el hidrograma de salida se supone igual al regis-

trado en la estacibén Tinguiririca en Los Olmos, al cual se le res-

ta, con un desfase de 2 horas, el hidrograma registrado en Chimba-

rongoe en Santa Cruz, el hidrograma resultante se corrige tomandg

€n cuenta los aportes no controlados. Llas crecidas pluviales, cqo-
rresponden 2 las analizadas por Ortiz (1967) y Sepuel (1978), y

ocurrieron en los meses de Abril v Junio de 1965.

Para aplicar los métodos se consideré adecuadas las hipéte-

sis efectuadas por Seguel (1978) en cuanto a caracteristicas geo-
métricas e hidriulicas del tramo.

puso el tramo en estudio de seccién parabdlica y dividido en 8 sub
tramos de 10 kms. con pendiente de fondo Sqg = 0,002, coeficiente
de rugosidad de Manning n = 0,025, un tiempo de desfase entre la
entrada y salida de 10 hrs. y un valor 0,25 para el parédmetro o
Los intervalos de tiempo usados corresponden a 1.200 seg., para el

Los valores de las matrices T v L se calculan internamente en el
programa utilizando subrutinas desarroliadas especialmente para
ello, mientras que las matrices relacionadas con leos ruidos se su-
pPusieron constantes en el tiempo ¥ fue necesario definirlas por
un procedimiento de tanteos de modo de lograr la optimalidad del
filtro. De esta manera, se obtuvo lo siguiente:

- la matriz T, que corresponde a la varianza del ruido en
la ecuacién del sistema, depende bisicamente del modelo plantea-
do y de la bondad de ajuste de &ste al proceso. Para el méto-
do de las caracteristicas, el suponer ia matriz T definida como
una matriz de banda de ancho miximo ¢, tal que las varianzas dc

bE

De acuerdo a lo anterior, se sy-

método de las caracteristicas Y 2 hrs. para el método de Muskingpum.
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bles altura (m) y caudal (msls) tomen valores 0,013 y 10
amente, Y las covarianzas tomen valores 0,05; 0,005 y 1,0
y-caudal, altura-altura y caudal-caudal respectivamente,
sultados satisfactorioes.

el método de Muskingum resultd conveniente expresar

;:T como una matriz en que las varianzas de los caudales

punto toman el valor 5,0 y todas las covarianzas son igua-
2

‘ls matriz R, correspondiente a la varianza del ruido en 4
cién de medicidn se consider6 razonable suponerla igual a
ad .

Para iniciar el proceso de rastreo se supuso que la condi-
borde inicial en todo el cauce correspondia al de un régi-

escurrimiento normal v que la matriz de varianza-covarian-
los errores de la estimacién TD/D quedaba representada por
triz con coeficientes no nulos sélo en la diagonal e iguales

=

 Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 3 a 5
L

ada una de las crecidas consideradas utilizando los 2 méto-
alizados.

En las Tablas 1 y 2, se comparan los resultados
el punto de vista de errores de estimacién del gasto maximo
mpo de ocurrencia.

Tabla 1
Lrror de Lstimacién del gasto !i&ximo

(%)

Crecida
13-17 Abril 5-8 Junio 24-27 Junio
cteristicas 8,9 -4,7 12,8
eristicas + F.K. -1,6 -0,9 -5.5
gum 743 -3,8 -7,8
gum + T .K. 5,3 5,8 6,0
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g puede Ser potencialmente atr i X
Tabla 2 E . activo para alguna aplicacibn
Error de estimacién del Tiempo al Peak g
horas - .
L ; Es preciso sefialar que los resultados aquf presentados

Crecida
13-17 Abril 5-8 Junio 24-27 Junig

al uso del filtro de Kalman se refiere, han considerado
y6sticos’ con un intervalo de adelanto

Método

o e " Para efectuar
cos en iempo real', la longitud del intervalo de adelan-

elepirse de tal forma que los resultados se obtengan con
ién deseada, siempre y cuando la magnitud de este inter-
1a con las restricciones propias del modelo

Caracteristicas
Caracteristicas + F.K.

Muskingum

o N O M

E Alternativa-
uede utilizar algfin modelo que permita estimar algunos

5? la funcién de entrada, de tal modo que sea factible usar
de Kalman para pronosticar con intervalcs de adelanto
esquiera.

Mushingum + F.K.

Los modelos se implementaron 2 través de programas de com-

putacidn en lenguaje FORTRAN, siendo procesados en el Computador

1B 3031 de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas de 1la
Los tiempos de Proceso utilizados, para .
crecida de mavor duracién, fueron de 15 segundos para el método #
de las caracteristicas, 1 segundo para el método de Muskingum, 240
segundos para el método de las caracteristicas con filtro de Ka1'
Muskingum con filtro de Kalm

Universidad de Chile.
-
ITanb1én, para pronosticar en ''tiempo real' es factibl
. = : 5
tos modelos precipitacibn-escorrentia, en conjunto con
de Kalman, para pronesticar el comportamiento de una cue
n

man 8 sepundos para el método de :
b4 £ P ia, o bien, de una cuenca de cabecera

para los intervalos de tiempo sefialados con anterioridad.
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Anéndice.

Los términos no nulos de la matriz F en el método de las ¢
i i i se cal-
racteristicas con la nomenclatura indicada en la Figura 1, 1
»

culan de 1a siguiente forma:

X1/K = -K1/K0
F = 1 + K1/K0 F],Z = K1/K2 F'I,S

1,1
para j = 2t AP (2K-4)

SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA HIDRAULICA
VII CONGRESO NACIONAL

SINTESIS DE CRECIDAS PLUVIALES

Pablo Isensee Martinez ( 1 )

Guillermc Ortega Mondaca ( 2 )

RESUMEN

., = -K1/2 5
i1 = =K7{L- (\,"c]-KQ}/Z Fj+1 31 trabajo se presenta un modelo matemdtico que permite obtener el
S 87 by K-V na total provocado por una tormenta en una cuenca pluvial, conside-
V-L(Ve+c“) 1) E. £ = - 5 condiciones iniciales de humedad de los suelos. La lluvia efecti-
| j = {1+K8{K9-V L ) j*1) filtracién se determinan con el método de la curva nimero del
Is F £ = 1+K7 S. aplicado en forma incremental. Para la escorrentia directa se u-
F. . = K7(L-V-K9) j+1,i4 ‘el hidrograma unitario adimensional del SCS. El flujo base se repre-
5-3'1 KB(V-C)/2 ) la descarga de un embalse lineal cuya recarga es la infiltracién
P o {xs(\:-c)/z{L(\‘C)'“” Fj“l ,i+2 rdada un cierto numero de horas.
i %7
) I i = -K7/2 D considera seis parametros independientes, cuyos valores resultan
Fios 2xZEN C) -K9} 3+1,3+3 30 de calibracién con los datos observados. Parz la calibracién
¥3e3 el algoritmo de Rosenbrock.
Sij > 4 tan los resultados de una aplicacién al caso del estero Chimbaron-
Z discuten los resultados.
; i F. MR K8 (V+c)/
. = KB(V+c)/2{(V+c)L-K9) j*1,] N
FJ ,J‘z 0 forma parte de una tesis de ingeniero civil actualmente en de-
Que se concibid para resolver un problema coriginado en la Di-
y finalmente st ‘Riego del MOP.
pE ety Mo T2x-1,2x-4 ]
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