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Se presenta un método que estd destinado a modelar flujo laminar imper
e en ductos de secciones complejas; se persigue en especial lograr un
e analisis para tubos con secciones que se aproximen a aguellas que
an las arterias con perturbaciones estendsicas.

trabajo es continuacion del estudio de flujo laminar permanente

ps de secciones complejas y se apoya en uns serie de trabajos ante-

realizados en el Departamento de Ingenieria Mecénica de la Universi-

Santiago de Chile. En el an2lisis de flujo permanente en ductos de

complejas se tienen referencias [1][2] 3] [4] ] [6]. Enperticular
y se extiende el método de anilisis desarrollado en [7].

revio 2l estudio de flujo impermanente se amplia el andlisis de [1]
4] con la determinacion de nuevas secciones complejas, de las cuales
una especial para el estudio de flujo linealmente acelerado y flu-
€.

& muestra una metodologia analitica nueva, la cual se vale de expan-
en serie para expresar la velocidad local, esfuerzo de corte yveloci

or,Departamento de Ingenieria Mecanica, Universidad de La Serena,
a 554, La Serena.

or, Departamento de Ingenieria Mecadnics,Universidad de  Santiago
Chile, Casilla 10233, Santiago.
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INTRODUCCION ,
S ec. (1) es la que rige el movimiento en el ducto de la figura 1.

El objetivo principal de esta investigacion es el de modelar ¢

laminar impermanente en ductos con secciones complejas.  Para estu¢% 

fendmeno es necesario ciertas restricciones, el flujo debe ser

pues, soluciones analiticas exactas para ecuaciones de Navier-Stokes s

existen para esa clase de flujo, la solucién va a depender entonces 1;

condicidn de contorno que se deriva de la hipétesis de noideslizanie

la pared del ducto. Tanto para el flujo laminar permanente e imperman

fligura 1. [squema de un ducto con (lujo de
velocldad v,

se necesita imponer la condicidn de que el fluido sea Newtoniano e
presible; viscosidad ccnstante; que los ductos sean rectos de i i i ;
s v g seccion a ub una solucion base de la ecuacign (1)  la cual satisface 1la

versal constunte; las paredes del ducto sesn rigides y do u8 largo én de no deslizamiento en la curva cerrada de la seccion tramsver-

los efectos en los extremos sean despreciables. 3
se dada por:

Estas condiciones son con frecuencia encontradas en sistemas

g, (r.e)=o0 (2)

genier{a y por lo tanto no deberia disminuir significativamente 1a

dad de la aproximacion. ¥ . 5 .
Para ec. (1) sea w, una solucidn homogénea que satisface

FLUJO LAMINAR PERMANENTE EN DUCTOS DE SECCIONES COMPLEJAS 3 up 4 dup L 4 Bun _ )
3 2r2 T ar TP e T
Método de Analisis:
U=up+ Euy (4)

La ecuacion de movimiento para el problema en estudio es en coor

padas cilindricas: .gﬁacesarzamente satisface la condicion de contorno en una linea ce-

Pero si £ es suficientemente pequefo se puede esperar que la con-

2 2 i
i 3P _ d'u 7 9u { du |, b v k.
F i v [-g-;é- *F‘é?' * YR P-F*PBF'» ) de contorno se satisfaga en una curva cerrada, es a2 esto lo que se

ina como una version perturbada de la curva base.  Se tiene entonces

donde = velocidad axialj P= presion piezométrica; p= presidn de . g ; o
velocidad es nula en la curva dads por:
pP= densidad; g= aceleracidn de gravedad; h= altura; x= coordenada

g(r,0,€E)=0 (5)

3 2 @ ok 5 1.
Vv =viscosidad cinem3tica; r= conrdenads radial; 6 = coordenads angulal
Ll
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Donde ¢(r, 8,€) — ‘b (r, 8) parag -0

& v =up+ € P, (9)

La ec. (5) representa una "familia" de secciones dadas Darai\ ,
g queda resvelta dados YUy £, 0, A. Lla forma de la seccion del duc

donde £i, €. son valores de € limites que da a (5) la Caracterigtyn,
] 2 determinada por

una curva cerrada.

¢(r1916)=“’b+6P=0 (10)
REPRESENTACION DE RESULTADOS

Mediante este método es posible generar un universo infinito de sec

Definiende las siguientes variables adimensionales. s tanto para una, dos o mas perturbaciones. Algunos ejemplos de este

* 2 0 3
r=ar. : an LS oy Sl A 2P t de secciones son mostrados en las figuras 2, 3 y 4 con sus res-
ap  x s ecuaciones de velocidad.
donde 3 = longitud caracteristica ;
DETERMINACION DE £ PARA EL LIMITE DE UNA CURVA CERRADA.
Lz ec.(1) se transformz en
b Y - S
2w L 4 2w 4 g e -4 ~ $i se analiza el caso de una seccidn cerivada de un circulo con una

SR scrolA @S [ OpEE TR BT
urbacion, es de interés ver que en algunos casos, si se varia en peque
Los asteriscos(*) se omitiran en lo sucesivo. itidad el parametro ¢ , por ejemplo en figura 5, corresponden varia-
Se haré uso especial de ciertas soluciones homogéneas obten s significativas de las correspondientes secciones, por lo tanto se
partir de las propiedades de las funciones analiticas de variable

como sigue Bﬂ

dran secciones de ductos de formas muy diferentes.

h= 1‘2,3-0--'

2

Up= P, (n8) =R [r" (cosne+Lsen ne)m]

Donde i = 4/-T';[R es la parte real de la Funcidn complejalj

una constante arbitraria.

= 0.00
= -0.10
==0,20
==-0,25

Las soluciones 2 describirse adoptardn por lo tanto, la forjﬂg

ciagl:

Figura 5. Evoluclén do wna seccidn circular do tuberls en térmlnos de € .
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1
Existe el inconveniente que para |¢|> 0.25 no se obtiengp ( n-Z)
cerradas que incluyan el origen; por lo que surge la necesidag o ( ﬂ-?-) i
trar un limite para g , de tal manera que mediante este métod o €= 2 = Eﬂmife (1)

@) &

gan curvas cerradas que describan sscciones de interés para el est 5.
: gcuacion de relevante importancia para el trazado geométrico de

$0lo para una perturbacion de la seccidn base circular es 2 del ducto.
il

encontrar una expresion fundamental para £ . El anélisis es e} ;i
por ejemplo n= 4, la seccidn es: 3 FLUJO LAMINAR IMPERMANENTE EN DUCTOS DE SECCION CIRCULAR (6]

! ) Y SECCIONES DERIVADAS DE UN CIRCULO.

1514 a1 ¢ Gobernantes.
P el NAR . toma en consideracién la region no uniforme de desarrollo del
¢ ; ; 2 entrada del ducto, sino que solamente la region de flujo desa-
15 3 X aminar de un fluido incompresible en tuberias largas, ya que en
el flujo es totalmente paralelo y puede describirse  por las
les de 13 ecuacidn de Navier-Stokes, y continuidad. En coorde-

05 'l ‘ndricas:

figura 6. Seccién de ducto pars E = 0.25; n =k

§ 2
En puntos tales como A, B, C, D, es sabido -1 By S (ﬂ R e _ia u)_
; Wi 0.l esue HE p ax ot v 2r2 TT 37F "7z a0 = ] (15)
es nulo, la ecuacion o
i
- i 2P _ . _
U= 4-r° 4 Er" cos ne s A P or =0 5 P=p+pgh (16)
sirve para encontrar < en su forma adimensional 3 =0 an)
3K
au -1 wla,t) =o (18)
= S 2r-né r =0

ullo+t)=0 5 r, =rol(8) (19)

Ademds en los vértices se cumple que cos n @ = 1 luego con A = 0 y

(12) se despeja r, se introducen estos en ndiciunes de no deslizamiento para ductos de secciones circula-

5:.0-n mplejos, respectivamente, donde: P = presion piezométrica; p= pre
1-r“+Er esne+A =0 (Condicion de no deslizamiento) al " .
fluido; ?: densidad; g= aceleracion debido a la gravedad; h= altu

= coordenadas axiales y radial; respectivamente; a= radio de la tu
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beria; t= tiempo; ¥ :-ﬁ; = viscosidad cinemética;}L = viscosigag PRESENTACION DE RESULTADOS

r, = radio del contorno de la seccion en una posicion angular g.
L)

cion forzante del sistema. $todo de solucion para la velocidad es una serie  explicita en

;de yna coordenada radial y de una funcidn de tiempo. Es asi posi-
WET000 Bt ANALISIS/SECCIONES CINCULARES. .5f°113r ciertas funciones analiticas generales las cuales son vé-

: . : 2t .- todos los miembros de la vasta familia de funciones forzantes.
Se adimensionaliza la ec. de movimiento con 3 f

; 3 4 cidad es asi descrita como
Grelvatis e & + rzar’ v WUy uly B

Bes Az (1-r3‘)+Aq(1-r4)+A6(1-r6)+.... (26)
Donde Uo’ T0 y @ representan valores de referencia de velocidad,

: . b @ iR funciones de tiempo y la ec. (26 satisface
radio del circulo, respectivaments, luego las ecs. (15) y (18) se g Aq ) Aﬁ ) son funciones po y (26)

ion de no deslizamiento (22)

man en
*u 3 : P .
R 1w (..a_u TR a_ur_) - ﬁ" S e introduce 1a ec. (26) en ec. (21) y los términos Ay o g o Agsee
at" V] I « e g
‘ n s . resan en funcion de Az = A y se obtiene
iy
¥ » -
L (4,t°) =0 ‘ o n d%a 6
2 LE X
wuzA(i-r )+-;;f (1 262 dfz (:l' r )" @7)
2
Asi j*: fa— (funcion forzante adimensional) o da . 0% N
A — tF — t - - - == (28)
? Uoi *-Ez- i +2 % dtz 7
fo RERL :
Y - qu las ecs. (27) y (28) son el punto inicial para el método de andli-

5 i i 1  pr ' i i n tuberias.
denota una razon de tiempo que mide la importancia relativa de una fu fproblenas de flujo laminar impermanente e tub

de inercia temporal contrz una fuerza estable viscosa.

METODO DE ANALISIS PARA SECCIONES COMPLEJAS.
En lo sucesivo los asteriscos se omitiran.

La solucion de la ec. (21) para el caso especial de movimi ; “ias tuberias de secciones complejas que se estudian adoptan las mas

manente, es decir, j = constante y{l = 0, permite encontrar la formas como se vio en las figuras 2, 3 y 4, el radio que describe

distribucion parabdlica de velocidad de flujo de Poiseuille, es de rno cerrado de la seccion transversal del ducto (ro), es variable

vy

nde de la posicién angular, por lo tanto, r0 = ro (8) , debido a es-
- (1-1*) (s identifica el estado permanente)

lecesario agregar en la ec. (21) el término que toma en cuenta la va-

|
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riacidn de v con la coordenada de posicién angular 9. Se BdimEnsio'- ‘,), desarrolla y se desprecian términos de orden g2, ast
13) se 2

ec. (15) de iqual forma que para secciones circulares, luego 1 o

vimiento sera: = 5:' o+ C(i-F*)V+ u‘o (cos ne) i'nE (35)

0 ( u gl 2R L QZU) - & 2o ec. (35) en ec. (29) y tomando en cuenta la ec. (28) se agru-
¢ at rarr2 ze2 o

de orden (£°) y de orden (E) y se llega a la siguiente ecua-

con u(rc , t) = 0 (condicidn de no deslizamiento)

% 2
g 2)jav |V 43V 4 37V 3V
5,. ){—-— [——— T = 392”+4 [Wr‘ ]

PRESENTACION DE RESULHDdS.

4)
A,‘ cos ne Z '_"*P [4(.,,“)2-(n+@+zﬁna] (36)

£l método de solucion para la velocidad es azhora diferente b

secciones circulares, siendo necesario incorporar un eleﬁ\ento en § a:;f o
tal maners que la solucidn a la ec. (29) adopta la siguiente estry A-c="&—%' (37)
a) Para una perturbacion: 2 i
s (1-«-’%6:-":.059)-[ +-q———(1f ré)+ quzzj—?:(hr"w“);.lf. ¥ V=w(r:t) cosne (38)
+V(re,t)] 2&-3) n+2
b) Para dcs perturbaciones: w=WI(r,t) = ZA,(, Z ¥ F (39)
»=0par

=(4- r’+£;r cnsn,9+52,r *cosn,0)x [AVD'dA[’“' )4e-+E5Vy(rast)

2dt lazan las ecs. (38) y (39) en ec. (36) y se llega a
+E2Vz(ro.8) ] |

1 [4(¢,¢+nz-(n+p+z) +n ]
¥ {46 _,_,[z{azn)] }(n +x+1)

coeficientes que hacen converger mas répido a V y W. De mane-

(40)

y asi andlogamente para mas perturbaciones.

ANALISIS PARA SECCIONES CIRCULARES CON UNA O MAS PERTURBACI

Para una perturhacic’m 1a solucidn es: lar se procede para encontrar los C..p para K perturbaciones;

: : .e., luego
u:(i-rl+£rn(.05ne)[u'0+&v); Vav(r,e,t) 2y 3, ueg

- '[:4(v°+1)2-(ng+ f3+2)z+n‘2]
Cope = = 5 (41)
“{426...-- [2(sc+1)] }(nK+ *+1)

k : grado de la perturbacion K.
Vi = W, cos nee (42)

s 3

1A 2 42 a
] A -
U, :A+;‘?’£a—(1+r _O__ d = (i+r2+r")+.._!:




o 2(e<-1)
Z Z N+ 2
olsd =0

Par
De esta manera queda totalm

Para u, haciéndose extensivo éste pars cual

expresion matemitica se conozca y ademss pa

Que se genere por el procedimiento anterior,

nealmente aceleradg y flujo pulsante se analiz

en sus semie jes AB y 0 y

r (R 091
0B=-126
0t~ 100
p 0D~ 100

FIGuea 7 SECCION ELEGIDA PARA EL ESTupID T 5Us EJES [B y {1,

FLUJO LINEALMENTE ACELERADO

Este flujo tiene Como expresidn adimensiona]

‘d: Ift

Reemplazando en 1 ec. (28) se obtiene:

v
4a40 94 | R d24
d 42 dtz
A. _dtt-0/4

4

+"9-..

= 1+§

ente estructurado e} nétodo gg

quier funcigp forzante
ra cualquier Seccigp |
Para el estygj, de ri%f.

3 12 seccién ge la
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FLUJO PULSARTE

Flujo pulsante tiene como expresion adimensional

g zaroccost 5 oce<d (47)
i;: btiene
~ando en 1a ec. (28) se o
20 dA iz.cﬁ*,,,“:“xcost x
: (00, oty g i 2
A = 0,25 +B,5ent + B cost (49)
VRRTEGH k= (50)
ol Kj . "
B;= HERE Kza w1 ok e PG
1
: — 2N
( 1)n -ann y 4,_2 -1)" o s
#J - il - a0 12
e [ 2*"(zn+ 0I]? ' o1 [(2-2)(2-3).(2-2n)]
m=0

ciente a los nimeros Reales.

HR n I I T .
quras % ' ‘ . '

(52)
oW
‘ T: o ( 2

e

E i
a velocidad media de acuerdo a la expresio

2 ,r (53)
_ wrdrde
v-z2f |

' tacional-
La forma en que se lograron las figuras8,9 y10,fue compu

i u.
¢ debido a 1z inmensa longitud de las expresiones para u, Ty
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CONCLUSIONKES

[ﬂ y para flujo laminar permanente en ductos de secciones comple

cidn, pues, da una metodologia analitica que permite generar up

amplic de scluciones exactas para secciones no convencionales,

da por un computader) como se desplaza el fluido en capas laminare

tricas (Figurs 2).

rar secciones transversales limites para las cuales las curvas son
das. —

Los resultados numéricos permiten visualizar que:
- Para flujo Linealmente acelerado los valores de u, Ty U crecen:

tiempo debido a la naturaleza de § = 1 + t.

ten cada cierto tiempo t = 21, debido a la periocidad de la fun

v .

ta vasta familia y con cualguier tipo de seccidon genesrada, es apli

nentes.

Se confia que los resultades logrados podran contribuir en

Ha sido desarrollada la solucion para flujo laminar impe rmapg.
ductos de secciones complejas aprovechando los resyltados i“iCiales 4

rrollados pare flujo laminar impermanente en ductos de seccionesti

£l caso permanente es usado en el andlisis previo de esta § ‘

El parémetro A (entre 0 y -1) entrega las curvas de isovel

que permiten apreciar en forma visual en una seccidn transversal (g

£l parametro £ limite es un resultado importante que per,it;*r

.

- Para flujo pulsante con j =1+ 0.5 cost los valores de u, Ty qu§,

seno. .

Tanto para flujo: acelerado, pulsante o cualquier otro flujn“f‘

metodologia o estructura de solucion lograda para flujos laminares i

e

123

.*fz el an2lisis de flujo arterial, especialmente en casos donde por
- razon fisiologica las secciones de los conductos sanguineos se ale-

' ]a geometria circular,
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_ ESTABLECIMIENTO EN EL TIEMPO DE FLUJO TURBULENTO
N
EN UNA CARERIA CIRCULAR

Mario-Letelier S. (1)

Alejandro Gutiérrez S. (2)

Se estudia el fendmeno de aceleracién de flujo turbulen-
cafieria circular entre dos estados estacionarios. Se pre
a aproximacidén lineal para modelar los esfuer:zos de Reynolds
pceso transiente, la cual conduce a una ecuacidn de movi-
ntegrable por métodos convencionales. Se contrasta la des
canalitica del campo de velocidades ‘con valores experimen-
. velocidad media temporal obtenidos en un reciente y fGnico
experimental realizado en la Universidad de Toronto. El mo
ra reproducir cualitativa y cuantitativamente el movimien-
10 de mirgenes de error aceptables.
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Toronto. Profesor Depto. Ing. Mecdnica U. de Santiago
de.
Civil U. de Santiago de Chile. Profesor Depto. Ing. Mecd
jica U. de Santiago de Chile.




