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RESUMEN

Se ha desarrollado un modelo matemiftico de elementos finitos que
tomando como base una discretizacién tanto espacial como temporal
en la malla de elementos, permite representar la evolucién de la
superficie libre en sistemas acufferos no confinados, al incidir

sobre ella recargas por infiltracién.

La validacién del modelo con una solucién analftica para el caso
de un sistema no confinade limitado por dos cauces superficiales
di&é como resultado un buen ajuste, produciéndose diferencias pe -
quefias donde los gradientes son mayores, las que han sido justifi
cadas en base a la no-linealidad de la ecuacién de continuidad.
Aplicado el modelo a otros casos se verific6é un adecuado comporta
miento y especialmente lo riguroso que es respecto a las suposi -
ciones impuestas. Tomando en cuenta lo anterior, ¥y adem&s lo re-
ducido de los tiempos de computacién requeridos en el proceso se
constata la conveniencia de su uso frente a otros modelos matemd-

ticos de este tipo.

{1) Ingeniero Civil, profesor e investigador del Centro de Recur-
sos Hidrfulicos de la Universidad de Chile.

{2) Ingeniero Civil, actualmente en HIDRELEC Ltda.
= 185 =




ILTRODUCCIOM

La respuesta transiente de acufferos en napa libre an
te la recarga producida por infiltraci6én tiene importancia précti
ca en la evaluacién de recursos de aguas subterrdneas, en estu -
dios de riego y de drenajes agrfcolas, y en el comportamiento de
presas de tierra.

Soluciones analfticas han sido obtenidas por diversos
investigadores. La mayorfa de ellas considera una linealizacién
e la ecuacién diferencial a derivadas parciales que describe el
flujo, obteniéndose con ello resultados satisfactorios en casos
de pequefias fluctuaciones de los niveles producidas por bajas ta-
sas de infiltracién. Por otra parte, la mayorfa deillas solucio -
nes se han desarrollado para sistemas de geometrfa simple y condi
ciones de borde idealizadas, gue no se encuentran cominuente en
la naturaleza. ELntre otros, pueden destacarse los trabajos de Da
gan (1964) y Chu (1977), en los que se analizé el efecto de siste
nas de drenes abiertos o cerrados sobre napas libres sometidas a

recarga por infiltracién.

La técnica numérica de diferencias finitas ha sido
también utilizada en la determinacién del comportamiento de siste
ras de este tipo. En la mayorfa de los casos, la evolucién de la
superficie libre en el tiempo se ha definido en base al uso de
técnicas de predictor-corrector, gue invelucran procesos iterati-
vos para distintos intervalos ce tiempo. bDeben sefialarse los tra
bajos de Zucker et al (1973) y Rushton (1974), especialmente este
gltimo que desarrollé soluciones basadas en el método iterativo
en sentido alternante (IADI) y en la técnica de relajaciones suce

sivas.

Adicionalmente, la técnica numérica de elementos fini
tos también ha sido aplicada a la caracterizacién de este tipo de
flujos subterrineos (Neuman y Witherspoon, 1971; Cabrera y Mariifio,
1976). En todos los casos se ha usado el cilculo variacional en
conjunto con elementos finitos para la discretizacién espacial ¥y
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un esquema iterativo de diferencias finitas para la 1ntegrac16n
en el tiempo; es decir, una combinacién de ambas técnicas para

calcular soluciones transientes como una serie de soluciones per-

manentes, al incrementar el tiempo en pequefios intervalos.

Muy pocos esfuerzos se han hecho para incluir espacio
y tiempo en las aproximaciones de elementos finitos. Bruch y Zy-

voloski (1974) desarrollaron soluciones numéricas que describen
el comportamiente transiente de flujos de calor lineales y no-li-
neales, en una y dos dimensiones, dentro de un sistema de geome -

trfa simple. Aplicando el mé&todo residual de Galerkin, determina

ron la distribucién de temperaturas, que results semejante a la

obtenida de soluciones analfticas y de modelos de diferencias fi-
nitas.

El objetivo de este trabajo ha sido desarrollar un mo

delo de elementos finitos que, tomando como base una discretiza -

cidn tanto espacial como temporal en la malla de elementos, permi

ta representar adecuadamente la evolucién de la superficie libre
en sistemas acufferos no confinados, al incidir sobre ella recar-
gas por infiltracién. Se ha utilizado el método residual de Ga -
lerkin y funciones de aproximacién de primer grado, tomando en

cuenta como vilidas para el escurrimiento las hipStesis de Dupuit.

PLANTEAMIENTO MATEMATICO

Ecuacién de Continuidad

La ecuacién de continuidad que caracteriza el flujo
saturado, no confinado de aguas subterr&neas en régimen imperma -
nente puede establecerse a partir de dos suposiciones b&sicas. La
primera establece gque para pequefias inclinaciones de la superfi -
cie libre, las lfneas de flujo se consideran horizontales de modo
gue las equipotenciales se asimilan a planos verticales. La se -
gunda, directamente ligada a la*anterior; plantea que el gradien-
te hidrfulico en cada punto es igual a la inclinacién de la super
ficie libre e invariable con la profundidad. £
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Lajo estas suposiciones, en el caso de un flujo tridi
mensional, con z como coordenada vertical, el potencial hidrduli-
co h puede expresarse como :

hix,y,2) = hix,y) = £(x,y) (1)

en que E representa la ordenada z de la superficie libre sobre
cualguier punto de coordenadas (x,y), al considerar como nivel de
referencia para los potenciales el plano horizontal z = 0.

Considérese ahora un prisma vertical de suelo satura-
do, de seccifn Lasal dx dy, sobre el cual estf actuando una infil
tracién cuya tasa neta es I(x,y). Suponiendo que el suelo es ho-
mogéneo e isotrépico de permeabilidad K, los caudales entrando y
saliendo en las direcciones x e y, horizontales, pueden expresar-
se de acuerdo a la ley de barcy como :

3h

g, = - Kh Bay (2a)
ah
= = K — 2b
qy h sy ax ( )
- 3gx
Gx+dx % * 9X = 4]
q + 29y gy (3b)

y+ay = 9y T 3y

De acuerdo a &sto, los caudales netos incorpordndose

al elemento infinitesimal en ambas direcciones serian :

3q
X =K 2 o
ao~ax = KiSTi(h 2=y dxdy (4a)
3q
) 3h
WX- dy = K 5 (h 577 dxdy (4b)

Ademis, el caudal neto gque se incorpora a la columna

debido a la infiltracifn es @
- 188 =

R .~

9, = Ilx,y) dx dy (5)

Por otra parte, si syes la porosidad efectiva del sue
lo, la variacifén de almacenamiento en términos de caudal puede ex
presarse como :

ah
Q, = 5, 3 ax dy (6)

Puesto que el caudal neto incorpor&ndose a la columna
debe igualar al caudal producido por la variacién de almacenamien
to, la ecuacién diferencial que describe el flujo resulta final -
mente :

xﬁmﬁ)+x5%(n§-’§-)+ux.y)-syg-'tl-o (7)

Método Residual de Galerkin

Considérese un escurrimiento plano para el cual la re
lacién (7) puede escribirse como i

x.(m-xsg-(hg%)»«z(x)-syg-'&-o (8)

SupSngase adem&s una funcién de aproximacién h de h
de la forma :
N

h(x,t) = I R, N, (x,t) (9)
’ Pl S

en que Ei Y N1 son, respectivamente, los valores de la variable
de estado y elementos de un conjunto de funciones linealmente in-
dependientes que satisfacen las condiciones de borde del sistema
estudiado, en cada punto i del dominio de escurrimiento.

Substituyendc esta funcién de aproximacién en (8) re-
sulta :
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ST 2 & 2h _ podb
L(h) KH(hax)+I syﬁ o (10)

en que r es el residuo resultante de la aproximacién.

La funcién h serf la solucién de (8) s6lo si L(h) es
nula en todo el dominio., Ahora, si L(E) es una funcién continua,
el problema es eguivalente a imponer la condicién que L(h) sea or-
togonal a un sistema arbitrario de funciones wj(x,t) para (J =
1,2...N...). Puesto que se han considerado N valores desconoci -
dos Ei' entonces deberdn conseguirse N condiciones de ortogonali-
dad. Dichas condiciones quedan expresadas como :

” L [Ax,t)] yyx,t) &x dt =0 ; (J = 1,2...N) (11)
t=x

relacién que indica que el error debido a la aproximacién hdeh
es el mfinimo (cero), cuando la integracién se efectia en todo el
dominio de escurrimiento.

si las funciones Y, (x,t) se eligen iguales a Nj(x,t)
este procedimiento se denomina método residual de Galerkin, lle -

g4ndose en definitiva a plantear el problema mediante la relacién:

” [“533{ R %} et g-:-] Ny éx at = 0 (5 = 1,2...N) (12)

que reducida a una forma m&s explfcita, al integrar por partes el
término que incluye la derivada de segundo orden, conduce a :

H‘[-x;—:lﬁg-éafxuj—syujg

o=

] dx dt = 0 (13)

en que la integral de contorno resultante de la integracién por
partes se ha omitido, puesto que corresponde a una condicién de
borde inclufda posteriormente en forma directa.
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Modelo de Elementos Finitos

SupSngase el dominio de escurrimiento Vix,t), dividi-
do en M elementos triangulares y N nudos, y una funcién lineal de
aproximacién h® para definir el potencial hidrfulico dentro de ca
da elemento e dependiente de las coordenadas nodales y de los va:
lores de h en los nudos vértices (1,3,k) de ese elementoi Dicha
funcién h® puede expresarse como :

h® = o + Bx + Dt (14)
en que A, By D son constantes para el elemento de 4rea e.

De acuerdo a (13), el residuo R® debido a la aproxima
cién B® puede escribirse en forma matricial como :

@
R
i : . b,b, bibj b b, ﬁx
R°} =<R: b= = h h h h
{R"} y -5-(h1 + hj + hk) bjbi bjb:1 bjbk hj +
e £
Rk hkb1 bkbj bkbk hk
- 1 i d1 dj dk h1
+ 5341 - -%— dy d; 4 By (15)
1 ; di dj dk hk
en la cual los factores A/3 se obtienen de :
- = A
JJ Ni dx dt JJ Nj dx dt J[ Nk dx dt = J (16)
tx tx tx

donde N, = a, + b,x + dit' Nj = aj + hjx + djt, YN =a + bkx e

+ dkt: y ademds a, = (xjtk - xktj)/ZA. ay = x t, - xitk)/zn,

_; i - (xgty = x4€.)/28, by = (t5 = £,)/28, by = (&, - t;)/28, b =
? ,‘::énj tj)/QA, d1 - (xk - xj)/ZA, dj - (x1 - xk)IZA y dk = (xj -
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El residuo serd nulo para todo el dominio V al consi-
derar la suma de todos los Rﬁ. esto es :

: M
R = I R’: =0 (n=1,2....N) (17)
m=1

Puesto que (17) representa un sistema de ecuaciones
no lineales de segundo grado, se ha aplicado el método de Newton-
Raphson para su resolucién. Para ello, puede considerarse a este
sistema de ecuaciones como :

Ry ﬂ‘-l], Ez....ﬁn) =0

Ry (El, Ez.-.-t-l“) =
. . (18)

. .
. L]
. .

Rﬂ‘ﬁl' EI----EN) = 0

o en notacién vectorial :
Ry = 8 (19)
Eligiendo un vector K. arbitrario se tendrfa :
Rty + th) = 3 (20)

Desarrollando (20) en serie de Taylor y despreciando
los términos de segundo orden y superiores se llega a:

Biiba) +ok | ooah e 2] . aR G i Tk MR = 0
ah, ﬁn dh; E. ahN 3' :
(21
Rz(ﬁo)"'a—l_zl AE;"'a%ll AE;+...+1§3- AEN-O
ohy K. aha E. ahN ﬁ.
iasta W

yue es un sistema lineal de ecuaciones que debe resolverse para
las N incégnitas AEN, donde los t&rminos Rh($°’ y (anp/aﬁl) son
conocidos.

La solucién de (21) permite calcular dﬁ. que se usa
para corregir los valores iniciales ﬁ,. El nuevo vector H. = K.+
+ Aﬁ. reemplaza a ﬁg en (21) para la segunda iteracién, y asf su
cesivamente. Este procedimiento iterativo termina cuando el maxi
mo Aﬁn calculado resulta menor o igual que un error adnisible pre
establecido.

El sistema de ecuaciones (21} puede escribirse matri-
cialmente como :

[u] {Aﬁn} = {v} (22)

donde [U] es una matriz cuadrada (N x N), no simétrica con coefi-
cientes uij distintos de cero para nudos (i,j) adyacentes. La nu

< meracidén de nudos de la malla, efectuada de manera que la diferen

cia de ndmero de orden entre nudos adyacentes sea la minima, es

. muy Gtil puesto que con ello se reduce al m&ximo el ancho de ban-

da de [U] y por lo tanto el nGmerc de operacicnes algebraicas a
realizar. Los coeficientes uij se calculan para todos los nudos,

? incluso para aguellos que representan condiciones de borde, ya
© gue dichas condiciones son explfcitamente incorporadas al sistema

" de ecuaciones (22) previo a su resolucién.

Las condiciones iniciales, vale decir la ubicacién de

"jla superficie libre para t = 0, se ha obtenido de un modelo de e-
. lementos finitos desarrollado para el caso del escurrimiento sub-
‘%terraneo bidimensional, no confinado en condiciones permanentes,

:;sin infiltracién (Cabrera y Marifio, 1976). En ese modelo se defi
;%g; una ubicacién arbitraria de la superficie libre y por medio de

w procedimiento'iterativo es ajustada de tal forma que la pre -

'8i6n relativa sobre esa superficie se haga menor o igual que un

error adnmisible preestablecido cercano a cero.
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Definido ésto, el sistema de ecuaciones (22) se re -
suelve mediante un método de eliminacién de Gauss modificado,
puesto que existe una gran cantidad de coeficientes “1j iguales a
cero. Bisicamente el m&todo consiste en reducir el ndmero de in-
c8gnitas en cada ecuacién para terminar con una ecuacifin que ten-
ga s6lo una incégnita; la solucién para las otras inc6gnitas se
obtiene simplemente por reemplazos.

Los aspectos descritos en los pirrafos anteriores se
incorporaron a un programa de computacién, en lenguaje FORTRAN
IV-G para ser procesado en un computador IBM 370-145, que permité
determinar la evoluci6n de la superficie libre de una napa fre4ti
ca, limitada por dos cauces superficiales, por efecto de diferen-
tes estimulos externos tales como recargas constantes, variables
continuas o discontinuas, y/o variaciones de los niveles de agua
en los cauces superficiales que limitan el sistema.
de computacién incluye un programa principal y tres subrutinas
que son usadas para calcular las condiciones iniciales, evaluar
los coeficientes utilizados en la aplicaci6n del método de Newton
Paphson y resolver el sistema lineal de ecuaciones resultante. En
la Figura 1 se presenta un diagrama de blogues en el que se inclu
yen los procedimientos m&s importantes del c&lculo.

El programa

VALILACION DEL MODELO

La validacifn del modelo se obtuveo de la comparacién
de resultados con la solucién analftica para el caso de un siste-
ma acuifero limitado por dos cauces superficiales sobre el gque in
cide una recarga constante y continua en el tiempo (Figura 2). Di
cha solucién (tiarifio 1973, manuscrito no publicado) se obtuvo a
partir de una linealizacién de la ecuacién de continuidad (7), a-
ceptando la validez de las hipStesis de Dupuit y suponiendo in -
existencia de la superficie de afloramiento sobre los taludes ver
ticales extremos.

La expresién analftica obtenida en este caso

es :
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DIAGRAMA

FIGURA 1
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FIGURA 2
SISTEMA UTILIZADO PARA VALIDACION
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" p?(x,t) = h¥(x,0) + 25%5 {1+4 [ I ilerfc (2Ll *1)- x

n=0 2/t

= L @
_ 1 i%erfc ( 2Ln + x ) - I i%erfc ( L(2n + 1) - x )+
n=0 2vvt n=0 ZI\T
- L(2n + 1) + x
P I i?erfe ( 1B! (23)
- n=0 2/t

en que h(x,0) es la altura inicial de la superficie libre, L es

el largo total del sistema acuffero, i?erfc(B) es la integral do-

. ple de la funcibn de error con argumento B, v = Rﬁ/sy siendo h

. yna constante de linealizacién que puede aproximarse como

3 ﬁ; = 0.5 lhy(x,0) + h(x,te) : donde te es el perfodo para el cual

~ se consigue una nueva condicifn de equilibrio.
' se obtiene como :

Este dltimo valor

2
higz,e ) =hi - BL-ha) X Loy« (24)

i@n que h; y h, son, respectivamente, las alturas de aguas arriba

'y aguas abajo en los cauces superficiales., El valor de h(x,0) se

tgntiene de (24) cuando I = 0,

1 Los valores de los par@metros usados en la validacién
ﬂ;eron hy = 30 em, h; = 10 em, L = 100 cm, K = 0.1 em/min, S =
'0.15 e I = 0.025 cm/min.
E}upuesta de 77 nudos y 120 elementos triangulares, y se definié
considerando longitudes de distancia de 10 cm y de tiempo de 10
i En la Figura 3 y en la Ta-
bla 1 se presentan los resultados obtenidos para un tiempo de 60
n; en la misma figura se muestra la condicién inicial de la su-
perficie libre segfn ambos métodos.

La malla de elementos utilizada estaba

min, hasta cubrir un total de 60 min.

‘ Como puede verse el modelo propuesto entrega resulta-
f§ nuy semejantes a los de la solucién analftica en la mayor par
‘@ del sistema, excepto cerca del limite de aguas abajo donde se
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TABLA 1

VALIDACION DEL MODELO

h(x,60) en cm

% Soluc. Llen. Dif x Soluc Elem D
5 v 5 ;i o
(cn) Analft. Finitos (%) (cm) Analft. Finitos (%)
0.0 30.00 30.00 - 60.0 28.09 28.35 0.92

10.0 31.38 31.26 0.38 70.0 25.44 26.03 2.32
20.0 31.97 31.81 0.50 80.0 21.96 22.87 4.14 |
30.0 31.90 31.75 0.47 90.0 17.24 18.35 6.44
40.0 31.22 )5 to0 0520 100.0 10.00 10.00 £

50.0 29.94 30.02 0.27

presentan diferencias de cierta importancia. Dichas diferencias
pueden provenir del hecho que la solucifn analftica considera una
linealizacién de la misma ecuacién de continuidad, mientras que

el mocelo de elementos finitos no estf limitado por la no lineali
dad de esa ecuacifn. Resulta evidente que esa diferencia de pla;

teamientos debe tomar mayor importancia en zonas donde los gra -
dientes nhidr&ulicos son mayores.

A fin de verficar los resultados cuando el dominio
teuporal es diferente, la misma malla se extendié hasta 120 min.,
llegdndose a un total de 240 elementos. De la comparacién con
los resultados anteriores para 60 min. se obtuvieron sélo pegue -
Ras diferencias, siendo la m&xima de alrededor del 1% para x =
90 em (0.21 cm), lo que permite confiar en la bondad del modelo.

aFLICACION A DIVLRSOS CASOS

Ll modelo elaborado se aplicé a diversos casos a fin
ce mostrar las pésibilidades qgue ofrece. FPara ello se usaron los
mismos valores de los parfmetros considerados en la validacién.
Los casos estudiados fueron :
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a) Infiltracién constante durante 10 min.

p) Infiltracién continua sobre los 50 cm de aguas arriba.

c) Evaporacifén constante y continua.

d) Infiltracién constante y continua y fluctuacifén lineal del ni-
vel del cauce superficial de aguas abajo.

Los resultados obtenidos se han graficado en las Figu
ras 4, 5, 6 y 7, verificdndose que en general el comportamiento
del modelo es el esperado, salvo en ciertos casos cerca del talud
de aguas abajo. En efecto, puede apreciarse en las Figuras 4 y 5
gue en zonas vecinas a ese talud, las alturas de la superficie 1i
bre alcanzan valores inferiores al nivel estitico inicial, siendo
&sto especialmente notorio para x = 90 cm.

Ln el caso de la infiltracién constante durante 10min
(figura 4), esto puede deberse al hecho de gque, puesto que la su-
perficie de afloramiento ha sido ignorada en la simulacién, los
ajustes numéricos producen alturas de la superficie libre bajas
cerca del borde con el fin de generar gradientes hidrdulicos mayo
res, que son necesarics para mantener la continuidad del flujo

subterréneo.

En el caso de la infiltracién que alcanza parcialmen-
te la superficie libre (Figura 5), este problema es adn mds marca
do. Dicha infiltracién parcial agrega al sistema un volumen adi-
cicnal que deke evacuarse de alguna forma. Puesto que la mitad
de aguas abajo no recibe infiltracién,la superficie libre evolu -
ciona lentamente en ese sector y la dnica manera de eliminar el
exceso de agua recibida es por medio de la generacién de gradien-
tes mayores ficticios que permitan evacuar voldmenes mayores. Es
ta situacién tiende a desaparecer a medida gque transcurre el tiem
po ya que poco a poco el acuffero va tomando los gradientes nece
sarios para evacuar los vol@menes de agua debidos a la infiltra -

cién.

Un aspecto importante de destacar del modelo elabora-
do se refiere a su eficiencia. En los casos analizados, normal -
- 199 -
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FIGURA &
INFILTRACION CONSTANTE DURANTE 10 min,
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FIGURA 7
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«wente con 240 elementos y 143 nudos, los tiempos da computacién
requeridos fueron de aproximadamente 30 seg, hecho que resalta la
conveniencia de su uso al compararlo con otros modelos semejantes
en que se utilizan técnicas de diferencias finitas o una combina-
cifn de &stas con elemnentos finitos, en los cuales se requieren
tiempos de computacién del orden de minutos.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha desarrollado un modelo basado en la técnica nu-
mérica de elementos finitos en conjunto con el método residual .-de
Galerkin que, tomando en cuenta una discretizacién tanto espacial
como temporal en la formulaciSn matemitica, permite representar
la evolucifén de la superficie libre en sistemas acufferos no con-
finados al incidir sobre ella recargas por infiltracién. In rela

cién a este trabajo pueden sefialarse las siguientes conclusiones
mis relevantes :

1. La validacién del modelo con una solucién analftica para el

caso de un sistema no confinado limitado por dos cauces super
ficiales di6 como resultado un buen ajuste, con diferencias m&xi-
mas de 6,4% producidas en la zona donde los gradientes son mayo -
res. Estas diferencias pueden deberse a que la solucifn analfti-
ca considera una linealizacién de la ecuacién de continuidad,mien
tras el modelo de elementos finitos no estd limitado por la no 1i
nealidad de esa ecuacién.

2. Al aplicar el modelo a otros casos en que se modificaron las

condiciones de recarga o niveles en los cauces, pudo consta -
tarse un adecuado comportamiento de las solucjones. Algunas ano-
nalfas detectadas en zonas adyacentes a los bordes, se han atri -

tuido a que el modelo propuesto no considera la existencia de la
superficie de afloramiento, lo que en general tiende a hacer des-
cender levemente los niveles de la napa en el modelo para generar
los gradientes necesarios que permitan evacuar los caudales apor-
tados por la infiltraci6n. Segdn esto podrfa afirmarse que el mo

cdelo es riguroso respecto a las suposiciones impuestas.
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Los tiempos de computacién requeridos en un computador IEM
370-145 son del orden de 30 seg, lo que sefala la eficiencia
del modelo elaborado. Este hecho resalta la conveniencia de su

3.

usc frente a otros modelos computacionales en que se utilizan téc
nicas de diferencias finitas o una combinacién de €stas con ele-
mentos finitos.

4. El1 modelo desarrcollado podrfa aplicarse al disefio de obras ta
les como muros de embalse homogéneos, drenajes para protec -

cién de dichos nuros, drenajes agricolas, etc., frente al efecto

de infiltracién, evaporacién, ondas de crecida y variaciones de

nivel en general.
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