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II. MODELO DE SIMULACION DEL TRANSFORTE

GUILLERMO CABRERA F. (1)
CARLOS ESPINOZA C. (1)

RESUMNEN

En este trabajo se presenta la conceptualizacién de los mecanismos de
w.amnamta contaminante que decae en el tiempo, a travée de
un wedio  Poroso de caracteristicas cochesivas, que se encuentra parcialsente

Mediante la aplicacion de los métodos de elementos finitos y
diferencias finitas a las ecuaciones diferenciales gue gobierman el fendweno,
p= un modelo de simulacién ( TRANNS ). El buen ajuste conseguido en
la validacién tedrica del modelo, demostrd que las técnicas mmérices
aplicadas son .

Este modelo de transparte. en conjunto con otro definido en un trabajo
anterior para representar el flujo ( Cabrers y Espinoza, 1989 ), dan forma a
un modelo general qus permite estudiar los procescs de dispersién en medics no

Ll' posibilidad del uso de una herremienta como ésta. alwe buenas
perspectivas para aplicaciones précticas.

(1) Profesor e Investigador. Departamento de Ingenieria Civil. Universidad de
Chile.
423




O R AR,

INTRODUCCTON

En estudics de contaminacién de aguas subterrdneas proveng
flujos que alcanzan las napas desde la superficie del suelo, el fluge
transporte a  través de lummutwedawedenaermyiwg 'y
efecto de procescs tales como la adsorcidn, intercambio ¥ deca =y

Efectiveamente, estos frocesce producirdn generalmente una dismimucj 3
cantidad del contaminante Que percola profundamente, aungue
retenida en la fase no satureda eumentard.

En un trebajo anteriar se presentaron loe resultados obtenides :
validacién tedrica de un modelo de flujo no saturado. que fuers d-aqn‘:hh:
salre la base de un estudio Conceptual de los procescs :nvohnu"“
aplicando la técnica mumérica de los elemsentos finitos. !

Para la mcdelacién del transporte ese modelo es fundamental Ppuesty

%0 requiere conocer las componentes de velocidad en el aiatuaujch
humedad o succién en el

simulacitn del flujo.
En el presente trabajo. como una contimnuacién del anteriar, s
desarrolledo y validado tedricamente un modelo de sisulacién del tmmh
un contaminante contenido en una solucién Que fluye par un medio no auu..:
En esa simulacién los procescs de adsorcién y decaimiento radiactivo han .&
considerados como actuando solwe las fases wmdvil e Mﬂqsmm.

cualquier flujo de eeste tipo. siendo especialmente importantes en madje
poroscs cochesivos. '

mismo, lo que se obtiene como respuesta del .’"l“t

EORULICION MATEMATICA

nmumannmmmxmamammtom
s usualmsente analizado a través de una ecuacién de dispersién-adveccion, h
cual se deriva a partir de un balance dnmwnctiadoonmvoll-nt
control infinitesimal. Al igual que en el caso del problema del flujo. ¢
balance de mases planteado sobre un volumen de control indica que:

]
— (&C)=-DIV.
= qc 1)

mmeuolmmdotouldommol
u2y

medio poroso, C es bt

do contaminante y Qc €3 el flujo de contamimante que pasa a

; jon
ﬂ'wwuuwaewdﬂ‘ WAL (DRPOmDs
craves & procescs distintos que dan origen al transparte de un
Sk W.,.u-ooan'im difusivo. uno dispersivo y otro advectivo. El flujo
: :
o i6n de ellos.
contasine™® nante qc corresponderd por tanto a la superposic
e M

esto &
&C &C
Covzmne-6acVenx - 6azVe—nz -
‘_.oumbe 6x &z

i = (2)
- (X = & D — ez
- om-“ oz

vi y ai son. respectivemente, la componente de velocidad y la
donde vidad; ni es un vector unitario normal a la direccién i. Por su parte,
ficiente de difusion molecular. no depende de la direccidn.

pd, el co®

Al splazar (2) en (1) se obtiens:

6 o s i
6 Q._{ann-—-qz-c}‘—{°"‘”-'°°c} (3)
el - SR

siendo qX ¥ & las componentes de la velocidad eparente de Darcy segun x y Z,
ye Que pe define las componentes del pardmetro de dispersién hidrodindmica

Dh esi:
i (4a)
. (4b)

En general, en suelos agregados existe una distribucién de poros
bimodal, esto es, poros grandes y pequefios. Bajo condiciones no saturedas,
los poros grandes estdn usualmente con aire, existiendo agua Gnicamente en sus
paredes en forma de una pelicula que los cubre, debido a la accién de las
fuerzas matriciales solwe las moléculas dipolares de agua (adsorcion). Asi, el
transporte de un contaminante se verifica principalmente en los poros nds
pequefics, los cuales se encuentran llencs de agua. De esta manera. es posible
identificar dos regiones en un suelo: una regién es la zona primaria del flujo

u2s




qQue transporta al contaminante (fase movil) y la otra es una zoma en que
agua estd estancada (fase irmdwil).

De este modo. las ecuaciones que describen el transporte g
contaminante en un sistesa no saturedo consisten en una ecuacién claqu.
dispersidn-adveccién para la fase movil, como la planteada en (3)

el

irmovil:

&

- EaCn) = DIV-{ G Dhr GRAD(On) -~ g-Oa } + Fia (s)
6t

6—- (Gin-Cim) = - Finm (6)
6t

en donde @m y mlml-hmmlnhnamﬂo!m’ﬂdolﬂum_
e y Cima son las concentraciones de contaminante presente en edntn..b)
fluido. El pardsetro mdodimimmmmdmumwwhwu.g
Cuyas componentes principales son las especificadas en (4). El unxm,
regresenta un vector de dos componentes. qz y gx. la eqresién Fia indica )y
tasa neta a la cual el contaminante se desplaza desde la fase irmovil a |a
mévil. Bste término @e puede expresar como:

Fim = o ( Cim - Cn ) @

donde ad es un coeficiente de transferencia Que depende del coeficiente de
difusién molecular Dd. y de la geometria del 4rea de contacto de las fases
advil e inmovil.

El intercambio de masa de la solucién liquida con el medio grarular,
Que define las cantidades de componente adsorbido, puede representarse con las
dencminadas isotermas de adsorcién. De esta forma, si se llama S a Ja
concentracién de contaminante adsarbido y C a la concentracién del
contaminante en el fluido, una isoterma es en general uma relacién del tipo
S = £(0). en que £(C) indica la farma de la relacién existente entre S y C.

Aunque este proceso ha intentado ser caracterizado como permanente e
impermanente, su representacign clasica supone que se efectua bajo condiciones
de equililrio; esto es, al contactarse el fluido con un medio grarular, este

u26

Y ung
ecuacién que deacribe la transferencia de soluto entre las fases .o.,“"

Wde mana ®e realiza en un tiempo préacticemente
'-,-o de Las isotersas do equililrio més usadas son las de Freundlich.
e.

M 1, cuyas expresiones matesdticas se indican a continuacion:
Lineal.

47 y K2
ch (1926) S-ki*C (®)
n‘m
p i 9
Se-
_ panguir (1919 1+M2cC
8= ki-C ¢+ k2 (10)
(soterss 1ineal
-
o K1 y k2 son constantes.
~mannﬂo jo anterior con les eqresiones (5) y (6), y despreciando
ple efecto directo de la fase sdlida sobre ol fluido de la fase movil,
ol las siguientes relaciones
o obtienen
6 wrOs) = mv.{a.-nrann(o-) -qCs } + ad (Cim~Cn) (11)
ot
8 oiwcim + e [>Sim) = ~ad ( Cim - Cn ) a2
st ot

enque Fves el porcentaje en volumen de s6lido ( Fv =1 - n, en que n es la
porosidad) . [ e su densidad y Sim la concentracién de contaminante adsorbida
desde 1a fase irmovil del fluido.

Hasta el momento se ha considerado un elemento contaminante
conservativo, que sufre adsorcion, aunque no se degrada. En el caso
particular del comportamiento de contaminantes de tipo rediactivo, los cuales
sufren un decaimiento psulatino de su ectividad, se produce un cambio en su
estado atéaico, y por lo tanto, son eliminados fisicemente como contaminantes.

Analizado desde el punto de vista anterior, el decaimiento que
experimenta el componente se explica como una eliminacién desde el volumen de
control. Asf, tanto para la cantidad de contaminante en el msedio poroso como
en ol granular, es posible escribir:

: -_m{&,o,} 14)
6t
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— = - doc{ Oim Cin ¢ Np-s;‘-

Mim
= }

(13)

enque dec = 1/Ty T es el perfodo de semidesintegrecién o tiempo "dloﬁ
vida del elesento contaminante radiactivo.

Conmiderando (14) y (15) en las ecuaciones (12) y (13) respectimh
se tiene: ’

-]
—(CarCn) = DIV-{&-D:-G?AD(Q) -l } + ab (Cie-Ca) - dec ( G- (a ) (3
6t

L 6
—(0imr Cin) + —(F\~ [-Sim) = —ad ( Cia-Oa) -
&t ot

- dec ( ©iarCim ¢ F\» [>5ia ) . 12)

las ecuaciones (16) y (17) representan los distintos procescs qq
@perisenta una sustancia contaminante de tipo radiactiva a través de su pag,
por el medio poroso.

BEn cuanto a las condiciones de borde. estas pueden ser del siguienty
tipo: -
a) Borde de Concentracién Conocida. o de Dirichlet
b) Borde de flujo conocido. o de Neumann, la que pusde escribirse:

( G q - G DrGRAD(OR) )ems = @ C (18)

en que puesto que Ca y GRAD(Om) se encuentran mezclados. corresponderfy
realsente a una condicién de tercer tipo o de Cauchy.

ALGORITMO MAMERICO

La estructuracion del modelo de simulacién que describe el trensporte
de una mustancia contaminante & trawés de un medio porveo no saturado. tiem
como base las egresiones (16) y (17).

En el caso de la expresién (16). esta puede expresarse como un operadr

diferencial en términos de las veriables de estado Ca y Cim. de tal forma qu:
428 ’

P 6 &Cn
@ .__(&.c.)-——[&»uu-—-@&]—
(oo cim ) "o 6z 6z
&Cn .
6 ~w__-¢ou]-m-(61l—&)¢dwtbu) (19)
—: 8x

. il regién en estudio se particiona mediante una malla de elementos
finitos triangulares. las variables de estado O y Cia, pueden ser
tadas en el interior de un elemento e en funcién de sus valores
asi coso de las funciones de interpolacién Np seleccionadas ( Calwera

"'I—r;. 1979 ). De acuerdo a esto:
&-IW& (20e)
&.zbéh (20b)

la aplicecion del wmétodo de elementos finitos, en conjunto con el
pétodo residual de Galerkin conduce a la ecuacién matricial (21). la cual
pe puede desarrollar mediante un esquema de diferencias finitas

hacia atrds o implicito:

E . . . _
[,]_(e-o)o[B](uu[c](cu)-o )
at
en que:
NEL
ali,j) = Z | Ni-NjdRe (22a)
e JRe

Wy 3
b3, 9) - :{[a-tnz-m-monwcx-cn]- e +
° Re

3 J 3
o[cbjoqaecj]-’[mmodm o[mom&]-I Ni-NJdﬁe} (22)
Re

NEL
c(1,3) =~ T ad-| Ni-Nj dRe (22c)
° Re
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Por su parte. la ecuacién (17) no contiene términos espaciales por
cual su  desartollo posterior se realiza para un nudo particulay
obteniéndoss luego de
matricial:

i

ensamblar las NUD eqresiones el siguiente oigt i

cn-[s]-«o-n[r]-(su)ug) @

enque (E )y(F)amutricesd!mlndodimimﬂbx}u),%
términos centrales son:

e(i.i) = od¥ (24a) ,
1 §
fu.i)--l\r[b[—odoc]/l (24n) i
T
1 t-1 t-1 t-1
g(i) = e [ Pw» fh-Si- 4+ Oim -Cia /N (24c)
T
t t
¥ = ad + dec-Oim + Oin/T (249)
en que el superindice t indica el intervalo de tiempo considerado.
Combinando las ecuaciones (21) y (23) se obtiene la siguiente
expresion:
t- t t
[A‘](0)0[8‘](&)o[C‘](Sx-)-(d‘) (25)

enque A', B' y C' son matrices de dimermiones NUD x')u). mientres que d' es

un vectar de dimeneién MDD x 1. las exqresiones de A', B'y C' y d' son las
siguientes:
t
A-Ga
A' - +B+CE (26a)
L
1
B =D [._.e.c] (26)
T
C' « COF (26¢)

430

t-1
S8 t-1 t1 oy
_’,[N" ;m +DS= CG (26d)
8%y
de acuerdo a2 lo planteado en (8), (9) y (10). existe una
B w ch

edsorbidas (S) y la concentracion de
en el fluido (C). Esta relacitn. que en general es no lineal,
contaminant® on términos globales como Sim = ¢ (Cim ). en quo #
:ul:"'-l tipo de isoterma con la que se modela el fendmeno de edsorcin.
Ml]w la exgresidn (25) se obtiene finalmente:

t { 2

[ ar-car-[p]scar-[e] scem
v]

resolucion debe smer realizada siguiendo un procedimiento de tipo

ivo amdoaqnelvecta*dcl lado derecho de (27) depende del estado

Wmoluwot. 1o cual es justamente lo que se pretende obtener.

& uwim de una condicién de borde de flujo o de tipo Neumann

un pnobl-ﬂ de transporte se corsigue con la evaluacién de la integral de
;-.'-nwde aplicer el tecresma de Green a (19): asi:

tes
‘ml”w
reloci®®

(27)

i 3 i 3
qz/3. /6. 0. [ @ C*/2
i b 3 3
3 = loli.§) | @&/6. @&/3. 0. b -loli.)) { & C/2 (28)
k
0. 0. 0. (5" 0.
1o que en términos matriciales se puede expresar coso:
k=0 -1z (29)

donde 1o(i.j) es la longitud del lado (i.Jj) del elemento e.
la incorporacién de Jz en su forma matricial a la exqwesion (27),

sodifica las expresiones (26a) y (26d), dejdndolas como Se presenta a
continuacion:
t
MEm
A ® e + B4 CF - Mz (30)
T
1 t-1 t-1 t-1
Qs ]Aa-a +DSa -GG -1z (31)

T
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Todos los antecedentes vertidos en la formulacién téorice del proy,)
de trensporte de un contaminante, se han utilizado en el desarrollo g
progrema de computacién (TRANNS) para ser utilizado en un PC compatible ou
un computador de mayor tamafo. En la Figura 1 se wmuestre un Maqr...“
blogues en que se aprecian los diversos procesos del modelo TRANNS.

VALIDACTON TEORICA

Pera wvelidar el modelo TRANNS, se compard sus resultados con 1oy
provenientes del desarrollo de una solucién téorice para cescs de °‘°“'~ﬂ\
sisple.

El caso seleccionado corresponde a una columna seaj inﬂniu.n,,ﬂ
borde superior se impone una concentracién C* conocida. y en su borde ‘M"h
( 2 => ® ) ua concentracién nula. Dicha solucién analitica coneidery
sistema unidimersional y la existencia de fases mévil e irmévil del fluide o
el medio poroso. La solucién analitica se entrega a contimuacién:

T
T-v
Ca - I—-Il.v)-J S — Q)
1-0
0
T
T
GD-I—(XJ»(I-J[G-—-—.—O— ) ar ()
0

donde J es uma funcién que aperece frecuentemente en problemas de trensports,
y ®e define como:
=

J(a.b) =1 - w(—b)-j exp(-u) Io(2- (b u)) du A)
0o

en que Jo es una funcién de Bessel modificada de arden cero. la expresidn qu
representa al término SCa/ST es: -

o pal P
@ Q0 et | c—

&T 2T LeT0

(3)

A [ F(X-T/Q)']
4T

(32) a ()

432

BEn las expresiones las wvariables X. T. @, P y¢

£

a términos adimensionales en funcién de las variables originales,
d.ﬂnic“"‘ es: X =xL. T=qt/6/L, 0= 6a/®, a=adl/q; en quo L es
'“ihll caracteristica.

un pare ja validacion se comsiderd los siguientes valores para los
adipensionales: © = 0.8, P= 20 y a = 1.0. El modelo de simulacién
Wﬂ‘ fue aplicado imponiendo las condiciones de borde especificadas,
“"W intervalos de tiempo T = 0.2500., 7T = 0.0500, 7 = 0.0250
g - 0.0125. Los resultados que se han obtenido luego de aplicar el modelo
MM ser consultados en los Quadros 1 a 4, en los cuales se incluye
s el valar resultante de la solucién tedrica.
Bn las Figuras 2 y 3 se cbeerva la comparacién, para T =0.25 vy
g 0.75. de los resultados de la aplicacién del modelo TRANNS y la solucién
carrespordiente. En cada caso, fase inmdvil y movil, mse observa una
ta reproduccién de los resultados. siendo en el caso de tiempo mencr.
r-0.2. mojor el ajuste logrado; una explicacién a esto serfa que al
Aucirse errcres, estos se von acumulando como resultado de la aplicacién
-"'“. de la eproximacién de la derivada temporal mediante el enfoque
implicito © de diferencias hacia atréds.

CONCLLSIONES

Del desarrollo del presente trabajo es posible obtener las siguientes
conclusiones de tipo general:

a) la validacién tedrica que se ha realizado permite asegurar un correcto
funcionamiento del modelo en términos de una buena reproducibilidad de los
valores amaliticos.

b) El intervalo de simulacién utilizado juega un rol importante debido a los
errores que se introducen en la linealizacién mediante el  esquema
implicito. Este hecho ya fue advertido en un trabajo anterior ( Cahrera y
Bspinoza, 1969), cual, durante la aplicacién de un modelo de
sisulacién del flujo existfan problemas similares.

¢) El acoplamiento de un sodelo de simulacién del flujo y uno de transporte de
un elemento contaminante es necesario, atendiendo al hecho que los términos
de wvelocidad y humedad. juegan un rol muy importante en este altimo
proceso. En la wvalidacién tedrica del
esto, debido a que

en el

presente modelo no fue utilizado
la solucién Gnicamente consideraba un campo de
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velocidades y humedades constante.
Elmodeesu-etodolcqu.enmmlnderutmd.m ey
contasinante en un medio poroso no saturado, ha dado resultados mpt.bl-. §§§g§§§§§§%
confirmdndose que la modelacién de los diversos procescs es la adecunda. By ), “oc000000000
actualidad esta investigacion ests derivando hacia el estudio del problems d et
inestabilidades que ocwren en la solucién de problemas similares al
planteado, debido fundamentaimente al tipo de ecuacién diferencial gque Bode| g
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