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RESUMEN
Se presentan las propiedades generales de
o las férmulas de colocacién de un conjunto de datos que tienen distri-
Vs bucidn gaussiana. Enseguida se analizan las propiedades de las férmu
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las de colecacién simétricas de tipo polinémico y se calcula su grado
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El trabajo concluye con el cilculo de la
Térmula de colocacién lineal gue satisface la varianza, usando el pro
cedimiento de momentos estadisticos,y con una comparacidn con las fér
mulas cldsicas de Hazen y Weibull,
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1.1 Introduccidn

E1 método cldsico para analizar las propieda-
des estadfsticas de un conjunto de datos, generalmente de cardcter hi-
drol6gico, consiste esencialmente en suponer que ellos constituyen ung
muestra distribuida eguiprobablemente y enseguida tantear alguna ley
de distribucién tefrica o empfrica que los interprete en 1a mejor for-

ma posible.

Esta ley de distribucién - tedrica o empirica -
puede darse a priur1. si hay alguna razén que la justifique, o simple-
mente a posteriori, comc resultado de un simple proceso de suavizacifn
algebraica o pictérica del fendmeno. Por lo general, para alcanzar es

ta interpretacifn se usan métodos algebraicos y grdficos combinados.

Estos métodos son lentos y laborir "9s y no per
miten el uso intensivo de los procesos ¢omputacionales automdticos. 33
bien, por una parte, tienen la ventaja de poder visvalizar el desarro-
1lo de toda la marcha del andlisis y, por tantn, de permitir un aito
grado de manipuleo y ajuste de los datos, por esta misme razén permi -
ten introducir también una alta dosis de efectos subjetivos en forma

paulatina y con ello conducir a resultados parciales o intencionadns.

La aparicién de procedimientos computaciona -
les automdticos mds rdpidos, mis objetivos, pero también mds ciegos,ha
ce necesario hacer explfcitos los métodos cldsicos, completar los algo
ritmos y, lo que es mis importante, exige muchas veces revisar asuntos
conceptuales que parecian obvios y que, sin embargo, analizados en pro

fundidad contienen elementos de trascendencia conflictiva.

1.2 Colocacifn de datos discretos en una curva de distribucién normal
gaussiana

Como consecuencia de tener que realizar una
gran cantidad de andlisis de distribucién de datos hidroldgicos nos vi 1

mos obligados a aplicar el m&todo computacional desarroliado para el

microcomputador TI 59 por la firma Texas Instruments y que forma parte 4.185
del midulo N° 2 “Estadfstica Aplicada".

El método consiste, en resumen, en entrar los
datos, aplicar una transformacidn algebraica adecua&a. ajustar una cur-
va de distribucién cldsica y calcular los momentos estadfsticos. Los
valores numéricos obtenidos de estos momentos estadfsticos permiten, en

teorfa, realizar los diagnfsticos de 1a muestra de datos entrada.

En esencia, el procedimiento aparenta ser ex
pedito, rdpido, impersonal y mediante el agregado de algunas partes de
programa puede permitir estudiar la influencia de datos sospechesos o
conflictivos. Sin embargo, el procedimiento supone implfcitamente que
se pueden aplicar las técnicas cldsicas sin mayor revisién de algunos
andlisis numéricos. Como veremos mds adelante, si no se realizan es-
tos andlisis numéricos, se puede cometer graves errores de diagndstico
con este método.

A nuestro juicio, dos fueron los problemas cru
ciales a que nos vimos enfrentados cuando IapHcamos este método, cuyo

andlisis no encontramos en la iiteratura corriente:

El1 primero se refiere al hecho de manejar una

muestra relativamente pequeiia de datos discretos (entre 10 y 70 datos).

E1 segundo se refiere a la interpretacién y
diagnéstico de las propiedades estadfsticas de la muestra y a una sis-
tematizacidn adecvada en la definicidn de la funcidn de transformacién
de las variables.

En el presente trabajo s6lo nos referiremos al
primer aspecto, 0 sea, a la definicién de la colocacidn de pocos datos

discretos en una curva de distribucidn.

Desde un punto de vista tedrico y dentro de

1fmites muy amplios se puede emplear cualquier curva de distribucidn

~ razonable, ajustando las variables mediante una transformaci6n adecua-

da.




4.186 Al respecto se ha preferido elegir 1a distrj

bucién de Gauss por varios motivos fundamentalmente pragmiticos: es.-
td tabulada e interpretada convenientemente, se conocen las 2proxima-
ciones polinémicas directas e inversas que permitan un rdpide cdleulp
computacional, es centrada alrededor del promedio, es infinita en sus

colas y posee todos los momentos estadfsticos.

También, desde un punto de vista préctico,me
diante una adecuada transformacién matemitica es posible adaptar cual
quier distribucién razonable 2 una distribucién gaussiana, de tal mg-
do que es suficiente estudiar esta transfornacién para ap]itar: ense -
guida un método normalizado de interpretacién y diagnfstice estzdisti
co.

E1 segundo problema a que nos referiamos mis
arriba se refiere justamente al estudio de esta transformacidn, (para
la cual hemos acufiado el término de transnormalizacidn), en una forra
sistendtica y deducir sus cualidades estadisticas y no 10 tratzremos

en este trabajo.

2. FORMULA GENERAL DE COLOCACION DE DATOS EN WNA CURVA DE DISTRIBUCION

2.1 Principios bdsicos

E1 principio cldsico usado en hidrologfa pa-
ra inferir las propiedades de la poblacidn a partir de una m < tra de

N datos discretos es hacer las siguientes nipStesis:

- Cada dato es independiente.
- Cada dato representa igual probabilidad de ocurrencia.
- El conjunto de datos representa el universo de proba

bilidades, o sea, la certeza.

De estas hipftesis bdsicas se decduce inmedia

tamente que cada dato representa un intervalo de probabilidad

LPs — (1)

ya que el conjunto de datos representa el universo de probabilidades : 4.187

e ‘
P N= ]
?6 N

E1 procedimiento cldsico para iniciar los cdl
culos consiste en ordenar los datos de menor a mayor (o inversamente) y
asignar a los datos un ndmero de orden m creciente desde T  has

ta N.

E1 paso siguiente consiste en asignar a cada
nimero m una probabilidad acumulativa de ocurrencia que es propor -
cional a m. Esta propiedad es consecuencia de la hipftesis de la

equiprobabilidad de los datos.

En efecto, si cada dato es equiprobable con
intervalo de probabilidad P = 1IN el dato de orden m

tiene una probabilidad acumulativa:
m
Pim)=ZF AP
]

=m AP

st (2)
N

Sin embargo, el problema crucial que se pre-
senta es saber dinde ubicar el dato de orden m dentro del interva
To /AP para que represente convenientemente las propiedades esta-
disticas del conjuntc que se pretende analizar. La idea mds simplis-
ta, deducida de las propiedades del valor medio de una funcifn, seria
asignarle el punto medio del intervalo AP. Sin embargo, como ve
remos mds adelante, esta suposicifn es muy restrictiva y conviene re-

lajarla sobre la base de que el punto P'(m), que represente el
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i i 4 se usa la 4.189
intervalo AP Si se introduce la ec (5) en (4) y

de orden m , se ubique en cualquier abscisy den

tro de ese intervalo. ec (1) resulta finalmente

z(m)ez(Ne1-m)=—= &
Si llamamos z (m) esta abscisa local

(ver diagrama) se tendrd p'(m)=(m-1) AP+ z(m) (3) omo condici6n de simetrfa, que también puede deducirse fdcilmente del
c »

je) F'(m)

AP z(m)
m = I I ¢ !l m I ........ I N

enque z(m) serd una funcién del nimero de orden m, sujeta a

diagrama.

" La distancia entre dos puntos sucesivos es:

AP':Z(H‘IOU-ZH’"J'&" "
las restricciones 0<£z(m) < A P.

51 se introduce la ec (1) en (3) resulta :

. - N+t
Definamos la abscisa m= --2—-

Py By das (4)
N Ye aquf resulta:

= Ne! =
Z(N.'-m):Z{—E:-)*Z{m)
que es la formula general de colocacidn. 5
y, por tanto, introduciendo en (6):
Segin sea la funcidn que se asigne a z(m)

z(ﬁlJ=A—2f (8)

resultardn distintas férrmulas de colocacidn.

Hay que hacer notar que la restriccién

(n En estricto rigor, de acuerdo con la defini-
0<£ z({m)< AP
cién de la funcién z (m) dada en 2.1, &sta estarfa definida sélo

8) no tendria
no es trivial y responde a una necesidad de orden analftics para el para valores enteros de m por lo cual la ecuacién (8)

iente extender esta
Caso que M —= wo. sentido si N fuera par. Sin embargo, es convenie

definicién a valores fraccionarios de m  para los efectos del and-
2.2 Férmula simétrica

lisis, y volver sobre las restricciones d¢ m entero en las conclu

Es particularmente interesante estudiar la con siones finales.

st ket Bl e Hechas estas consideraciones, y sin restar
trica central. |
generalidad, definimos la funcidn U tal que:

La condicidn impuesta por la simetria central AP (9)
Utm-m) = zim)- ==
se expresa escribiendo que los puntos equidistantes de los extremos (o

del centro) tienen probabilidad complementaria:

P'tm)e P (Nei-m) = | (5)
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Si en (9) reemplazamos el arguments m por

Nel-ms2m-m,

resulta

Ulh-m)sz(2m-m-5F

pero, en virtud de (6)

-%_F.Q_P

z(2m-m) (m)

7 o
uth-m =S ztmi= ~utm-m)

0 sea, en general, U (x)=z -U(-x)

Por tanto, la funcién u

¢a o impar, y como corolario (/o) =.0
51 se introduce el valor
z(m)= Ulfm-m)e» %—P

en la ec (3), resulta:

P'(m)-’"-—,;’-" P UmeR) . 5

Aim-i)e20 oy tm-m)

y si ponemos
N

resulta finalmente

PUm)=fl(m-m)e 24

como férmula general de colocacin simétrica central.

Observacibn:
La funcién N (m-m)
trica: Ifx)=-/1(-x)

M(o)=0

también es antisiné

: 4.191

peaquf: P() s+ (10°)

© 2.2.1 Desarrollo polinémico de 1a f6rmula sfmétrica

.4 Un caso particularmente Gtil es definir la fun
. cibn /1 como un polinomio de coeficientes indeterminados. En virtud
. de su propiedad antisimétrica, 1a funcibn /7  puede desarrollarse co

Z.: mw
. Nm-m)= {A, {;n-ﬁu.A,{m-.-i)".---.A,l-,,-r,,,__,;,f"}Ap (11)

h con lo cual queda:

= -~ ” 2+t !
Pi(m)= {A, fm-m}od,fm-m)"v—--nl;j.i {m-m) }AP‘ 7 (12)

es antisimétri

2tm)= (4= 1)(m =)o Ajm=iafoenne Azjufm-n'?)""'—z'—-}AP (13)

E1 desarrollo polinémico dado por (12) o (13)

~ tiene j o ! pardmetros A 1ibres cuando alcanza el grado 2/« 1.

La restriccién dada por 0 £ z(m)< AP

impone la condicidn equivalente

Iu,-r;rm-ra;..a,(m-m’.---.A,,-.,fm-ﬁu””/ < 24 (14)

ratodo m=1,2,----, N.
(10) E " g

 2.2.2 Fbrmulas simétricas lineales

Si restringimos el polinomio al primer térmi-

no se obtienen funciones lineales en m

P'(m) = A (m-m) AP« e

ztmy«[ca,-10(m-m)e 5 | &P (13%)
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que se desarrollan:

Pim) = 4 on, 20N (12%)

2+N- Zm'A 2m-N-1

zim)s o ¢ TSR (13v)

La ec. (12") constituye la férmula de coloca- )

ci6n simétrica 1ineal mds general.

Dada la estructura de (12"), se le puede dar

otra forma del tipo general
P(m)= e +fim

en que « y /@ son constantes ligadas a A4, por:

N+
~ g WA 4y
. Al
A= N (16)

La distancia entre puntos colocados es:

‘= = —&
AP'= [ N (17)

$ila distancia AP > AP 1o fornula

de colocacién se denomina dilatante y en casc contrario, contrayente.

5t A P'alAP se 1lama centrada.

Por tanto, si A4, > 1, A > /N es dilatante
STl A A <N es contrayente
- (R (R T [ A= YN es centrada

Si hay N puntos, existen N-I intervalos _i
entre ellos. Su distancia mfnima se obtiene cuando el primer punto gs_ g

tf al final del primer intervalo y el Gltimo punto al comienzo del ﬁ."—'-.: 1

timo intervalo equiprobable.

4193

1 I I

—ar | | | |
1 1 I I I

(N-1) BPmin =(N-2) AP

o N-2
a }
Pmin.= N

_.JL—

apP

igualande (18) y (17) se obtiene

A, min= N2 o (contrayente) (18')
. N=1

Para el valor AP’ max se tiene:

(N-1) AP'max = NAP =

P' m i
VA ex = o

=)

¥, por tanto A, max = ﬁ_’i‘. a7 (dilatante)  (18")

En resumen, N-2 o , < N (19)
Wy gk

2.2.3 Casos especiales de Hazen y Weibull

Como cascs especiales de la férmula simétrica
lineal dada por la ec. (12") se analizan las férmulas de colocacién de
Hazen y Weibull.

Los resultados se resumen en el siguiente cua

dro.
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3. MOMENTOS ESTADISTICOS
Hazen Weibull
: 1 3.1 Definiciones y propiedades generales
—
Férmula de colocacién 3.1.1 Funcién continua
P(m) 2m-1i m
2N Nei ; Sea f(x) la funci6n de densidad de una
Funci . _m 4 ] :
uncién z(m) -Azﬁ (1-50 A . curva de distribucién. La funci6n de probabilidad acumulada se define:
Coeficiente Tineal A; 1 N =
Distancia entre puntos - ' L Pix)= fix) dx
colocados aF=p N )V'i—; L o
Coeficiente et al s
i 2N 0 P
Tipo de colocacidn centrada contrayente

Tanto las férmulas de Hazen como Weibull safis

facen la restricci6n impuesta por (19).

2.3 Tendencia cuando N —= o X

0

|

e

Cuando el nimero de puntos es muy grande A —— Etta: Fbbitn "' BER ‘&b 'stempre creciante

deberd cumplirse que:

desde el valor 0 para X = - oo hasta el valor 1 para x = eo

m ;
Nz _ﬂP (m)—P (m)
Si se tiene un punto de abscisa xg en

 este grdfico, se define el momento estadfstico de orden 7 con respec

r -/" r
M = {x-x} dP
G G
o

Tal como se habfa anticipado en la introduc -

En efecto, pongamos P (m) = -L;-— = x (de 1a férmula (2)) ] toa xg como

De acuerdo con la inecuaci6n (19)

{im
N— oo o el

y. por tanto, en la ec. (12")
cién, restringiremos este estudio al caso, bastante general, de distri

lim
N —== oo

P'im) = 7.r A, (x- _21_) A - buciones simétricas, como es el caso de 1a distribuci6n de Gauss.

En este caso es mds cOmodo ubicar el eje de las

lo que demuestra la proposicidn. v@-“ordenadas en el centro de gravedad de la curva de densidad, lo que equi-

s #f’__ o =0 ’.lﬂ'le a ubicarlo en el punto de inflexién de la curva de probabilidad a-
{Im @ st - cumulada y definir los momentos estadfsticos alrededor de este eje:

N— oo
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'
Mrs/x' drP (20)
(]
o

en que P goza de la propiedad
Pl-x)+Plx)= 1 (21)

de donde Plo) = 1/2

Es usual definir la probabilidad acumuiada de

la cola superior
Q(x)=1-P(x)
=P(-x}
En consecuencia @ (x)+ P (x) =1

Para poder calcular la integral dada por (20)

es necesario calcular la funcidn inversa

vl PJ

Esta funcifn goza de las siguientes propieda-
des, deducidas de (21):

X(1-P)z -x(P) (22)

x(%—)h‘i‘

r r
De (22) se obtiene: [x(1-P)] = [-x(P)]

3 r=2g es par

[xr:-m_]z". [xtr)] > {23)

4.197
Si r=2q+ 1 es impar

20+ -
T W . (20

La integral (20) se puede escribir

: ' ] !
r 2 r r
MO 8/; dP sf X dPO‘/X dprP
(] (-} /2
1/2 ]
=-/x’dr:-m. x ap
1 1/2

! !

e[ x"dtr-Pyefatar
w2 2

Pero si r=2q es par, en virtud de (23)

se tiene:

! [}

2
/qurr-rn . Sl ap
1/2 1/2

Y, por tanto:

! 1
2
M, q=2/x2q dP = 2fx2q dP (25)
/2 )

Si r=2g+1 es impar, en virtud de (24)

se tiene:
i I
29+t 1
/l g df1-P) =z - qu dpP
/2 1/
¥, por tanto
2q+1 (26)
Ma =0
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En resumen, en distribuciones de probabilidad
simétricas, los momentos impares son nulos y los momentos pares tienen

valores distintos de cero.

3.1.2 Funcidn discreta
Para el caso de distribuciones discretas, 1a

férmula (20) se convierte en:

r N N
M sZx AP:LZ x (27)
0 i N

enque x(P) es la funci6n inversa de la probabilidad acumulada,

con las propiedades dadas por las ecs. (22'), (23) y (23).

Cuando N es impar la suma (27) puede escribip

se
i Wiy rm-: N
PEARE =—(zxo>:x)
(i 1 N ] mei

ya que el término de orden m es 0. En efecto, en virtud dz (10')

y(22'):  P'(m)= -21-

m
S xe S x [P l= m=m-1
1 !

Si r=2q es par, se tiene

N m-1 29
= 20 s e
mei (]
2q 1 29 (28)

2 ;-
M e x
o W Zt

Sir=2q+1 es impar, se tiene

N ] m-i
SR 22,

mei 1

2q+1
Q.o

: (29)
[}

Cuando N es par la suma (27) puede escri-

e £ Nor , ym-1/2, N r
M=— 3 x '——( X+ F x
0. M. i N\ me1/2

ya que los términos fi-_‘..,_g.. y moe

N
3 a-z—of son

]
2
enteros sucesivos.

Por los mismos razonamientos anteriores se

llega a:
o A ;.'-’/zx 29 (28')
g sy
qu“= 0 (29')
0

Gue son enteramente andlogos a las (28) y (29) y a las (25) y (26) res

pectivamente.

3.2 Aplicacidn a distribuciones normales o gaussianas

En casc de una distribucidn normal tipificada

se tiere:

x?

- funcién de densidad: fix) .__‘...: & (30)

vair

funcién de probabilidad acumulada

X 2
X
Prx) =] Fix)dx = = [e” T dx (31)
Ix} f mf'

férmula que no puede hacerse explfcita por funciones elementales.

4.199
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La funcifn inversa x (P ) tampoco puede hacerse explicita por : 4.201
M-+ .
funciones elementales. -&Z*—I T2 oy para N par (32*)
[ ;
En caso de una distribucién normal de variable -t 2
._2_2— e para N impar (32")
tipificada se tiene: N =5
M =0
0 e) Se obtiene asf la funcién A4, (N)  buscada.
st l‘lT' (varianza) i
0 En la préctica la verificacién de las ecs. (32)
3
Mo =0 no se puede conseguir sino bajo vn error € definido de antemano.
M os3=x¢ (en que K es la curtosis)
: =
c 2 ® e .
Si se desea imponer a una formula de coloca- ¢ > Tv__z x 1 para N par (33')
: ;
ci6n r  condiciones es necesario definir hasta el momento de or -
den 27 i
m-i
Por tanto, si a una férmula de colocacidn sg L] /T‘?z’ 22 - J’/ para N impar (33)

lo se le desea imponer una condicién (varianza), serd suficiente que

el polinomio sea lineal. Si se le desea imponer dos condiciones (va 4.2 Férmula inversa de probabilidad acumulada

rianza y .curtosis), la férmula de colocacién deberd ser un polinomio
Como se acotd en 3.2 la funcién x{ P* ) no

cibico.
puede hacerse explicita por funciones elementales.

En este trabajo s6lo se estudia la primera

posibilidad. Para este fin se recurre a la aproximacidn po-

lindmica fraccionaria
4. CALCULO PEL PARAMETRO PARA SATISFACER UNA CONLICION

(Condici6n de varianza o de momento 2)

_CosCyteCa t’

x =t + E
1+d, ted, t'+d, t’
4.1 Procedimiento general !
en que ¢ = ’ ERT Y
De acuerdo con lo expuesto, el procedimiento : : tn (1-P°R

general del célculo del pardmetro A, para satisfacer Ta condicidn
del momento 2 consiste fundamentalmente en los siguientes pasos: Co = 2515517 d, = 1432788

a) Se da un valor de N C; = 0,802853 d2 = 0,189269

b) Se busca el valor del pardmetro A, tal gue con Cz = 0010328 d3 = 0,001308

tod 2m-N-1 y lel = 45 x107"
P =2— - AJ .T—

¢) y con la expresifn x (P°) !
que aparece en el libro de Abramowitz y Stegun.

d) se verifique que
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4.3 Resultados y comentarios

Los cdlculos de 4, (N) se hicieron megiag
te un microcomputador TI - 59 y se resumen en la tabla I adjunta, g,
el c&lculo se ha admitido un error [e| = 0,007 en las a -
proximaciones (33), lo cual es mis que suficiente para todos los fineg
précticos.

En la tabla I se han agregado dos columnas:
la de célculo del momento 2 que resulta de aplicar la formula de colo-
caci6n centrada de Hazen, y la del valor A; mdx = % . ol

corresponde a la mdxima dilatancia dada por (18").

De la tabla I se deduce que la mejor coloca - ;

ci6n se obtiene con una férmula dilatante, ya que Ar > 1. Es §n-
teresante observar que el valor de A converge muy lentamente hj- l
cia ] - ain para valores tan grandes comc N = 50 . Para inferir la
tendencia que muestra Ay con N grande se calculé el coeficiente
mixima dilatancia 4, mdx y se observa que ambos valores convergen
répidamente a partir de N - 30 . Este hecho insinda la posibilidad de :
expresar s i N -
L NoY

N—.ﬂ

y la férmula de colocaci6n para N  grande serfa muy aproximadamen ;

resultado en cierto modo sorprendente, pues contrariamente a la opin
de los expertos, es la férmula opuesta a la de Weibull, que goza de
yor popularidad.

Por otra parte, de la tabla I se deduce tamb’
que los momentos 2 calculados con la férmula de colocacién ce Hazen
nen errores consideﬁb] es, que van desde el 50% para N=2 hasta
para N = 507 . La f6rmula de Weibull, que es contrayente, con A ‘
producird errores adn mayores que la de Hazen. En consecvencia, cual

quier diagndstico que se emprenda por el método de los momentos Us

las férmulas de Hazen o weibull conducird a errores de apreciacibn con

siderables.

por G1timo, la tabla I muestra ademds que si
se usa el método grafico con las férmulas de colocacidn de Hazen o
Weibull, se producird un cierto error acumulativo que tiende a aumen -
tar la pendiente de la 1fnea de distribucién con respecto al método que

se expone en este trabajo.
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LABLA ] 4.205
e SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA HIDRAULICA

IV COLOQUIO NACIONAL

N = nlmero qe datos
Ay = pardmetro lineal de la férmula general de colocacidn
M2 = momento 2 calculado con Hazen Aj =

A)mdx = coeficiente de mixima dilatancia ESTIMACION DE LAS CARACTERISTICAS DE UN EMBALSE SUBTERRANED

M,
a 7 ( Hazen) Artien Fernando Mimica §. (&)
Gast6n Galleguillos B. (sx)
2 1.3859 0.4446
3 1.1904 0.6005
L 1.1274 0.6783
5 1.0969 0.7242
6 1.0797 0.7541
7 1.0681 0.7751
RESUMEN
8 1.0607 0.7905
9 1.0548 0.8021
" Ura metodologia prsentada por Nutbrown para las estimacién de las
10 1.0505 0.8113 1.1 . carecteristicas elésticas de un acuifero se aplica al embalse sub
. terrineo existente entre Los Andes y San Felipe. Los resultados
15 1.0383 0.8374 . obtenidos constituyen una efective ayuda en el proceso de calibra
~ ci6n de un modelo matemético de simulacién del escurrimiento sub-
20 1.0326 0.8494 1.0527 ~ terrénec. El uso de este Gltimo, permite cuantificar, para el ca
. &0 estudiado, las desviaciones introducidas por la simplicidad
25 1.0291 0.8561 . del método.
30 1.0266 0.8603 1.0345
35 1.0247 0.8632 1.0234
40 1.0231 0.8652 1.0256
45 1.0216 0.8667 1.0227
50 1.0202 0.8679 1.0204 S
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