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RESUMEN

En este trabajo se presenta una metodologia que permite
resolver mediante té€cnicas numéricas, algunos problemas asociados
con capas limites laminares.

El problema especifico que se aborda corresponde al es-
tudio de la expansibén de un chorro en regimen laminar descargando
en un medio infinito en reposo de iguales propiedades fisicas a
las del chorro.

Para la solucibn numérica se requiere transformar ade-
cuadamente las ecuaciones de la capa limite laminar. Esta trans-
formacién conduce a una ecuacifn diferencial ordinaria no-lineal

de 3er. orden la cual se integra numéricamente utilizando una a-

Proximacifn de diferencias finitas.
Los resultados se comparan con la solucibn analftica .

disponible encontr&ndose buena concordancia entre ambas soluciones.

——

(*) Profesor e Investigador del Centro de Recursos Hidr&ulicos, De

partamento de Obras Civiles, Universidad de Chile.
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INTRODUCCION En la fioura 1 se muestra un corte del chorro a

Los problemas de Mec&nica de Fluidos relacionados  JEREE de- su eje de simetria visnalizéndose ambas zonas ¢ la del
con capas lfimites laminares conducen a ecuaéiones diferenciales = desarrolle. y. 1a deirdin)9 Plenamente desatrollado, Ta
parciales no lineales y contadas veces SoOn directamente integra- ikl caracteriza por que en ella la capa limite del es-
Eh e currimiento se encuentra en pleno crecimiento. El1 limite superior
A través del tiempo se han propuesto diversos mé- B e da ordgan.a. uhagopa.llgiada atcieciimitye de 1a:ual
todos que permiten resolver en forma exacta o aproximada cierto RN &6 Lusxros tangenciales.. . Bis phcles Tieng 18 forma de. un
Eipo 4 probiemas. cono cuya base es la seccibn del orificio de salida. FEn el vérti-
Las técnicas num&ricas, hoy en dfa de gran aplica B P08 dLNSGNT L8 U6 Te L cR s a0 n RIORAARGD Bl 6 jn Ale
% del chorro y la seccibén que contiene el v&rtice constituye el ori-

ci6én, han permitido un avance sustancial que se ha traducido en
gen de la zona del flujo plenamente establecido.

la solucidn de problemas mis complejos.

En la fi

El caso de la expansién de un chorro laminar axi- JUKS S B8 SROWEAFLISE N STERS We COpXDe
nadas utilizado para la solucién del problema. La porcibén del’'cho

gimétrico constituye un problema clésico de capa limite tridimen-
rro que se muestra corresponde a la zona de flujo plenamente esta-

sional que tiene solucién analitica, al menos en la regi6n del
blecido.
flujo plenamente desarrollado.
: ; Para esta
Esta caracteristica se ha aprovechado para probar zona las ecuaciones que rigen el movi-
miento del fluido incompresible son las ecuaciones de continuidad y

una de las té&cnicas numéricas actualmente en uso. La solucibn
la de la cantidad de movimiento en la direccibén del flujo

que se presenta aqui requiere previamente la transformacifén de las
(Schlichting, 1968 y White, 1974).

ecuaciones de la capa lfmite y para ello se hace uso de la propie-
Continuidad :

dad de la afinidad de la solucibén. Para la integracién numérica

u 9
las derivadas se aproximan mediante diferencias finitas y se hace ¢ e 5% * % =9 (1)
uso del llamado algoritmo de Thomas para resolver el sistema de e- ' Cantidad de movimiento en la direccibn x :
cuaciones algebraicasresultante. E Ju au 14 1 3 -

ECUACIONES BASICAS

La ecuacién de ]

El flujo producido por la descarga de un chorro da "ha a4 ' 4 % i cAREiGRS B WOVemitETO #8 OFhiec

‘ AR i e la componente x de las.

origen a una regién de escurrimiento en la cual se pueden distin- e s és ecuaciones de Navier-Stokes imponien-
- 90 las simplificaciones propias de la teorfa de la capa limite :

guir dos zonas. %,




viscosa

| Regién del flujo| Regidn del flujo
| plenamente desarrollado

‘ en desarrollo

CORTE ESQUEMATICO DE UN CHORRO AXISIMETRICO
Fl6 1
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SISTEMA DE COORDENADAS UTILIZADO

FilG 2
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i) La capa limite es de dimensiones pequefas.
ii) La presibn del flujo potencial exterior se transmite a la capa
limite sin sufrir modificaciones.
iii) La difusibn de cantidad de movimiento en el sentido radial es
despreciable.
También se impone la condicién de que el medio infi
nito exterior al chorro se encuentre en reposo, por lo cual utili-

zando (ii) se tiene

3]
Il
o

(3)

En las ecuaciones anteriores las variables tienen
los siguientes significados :
u, v componentes de la velocidad a lo largo y transversales al
flujo, respectivamente.
i, X coordenadas en la direccifn radial y del flujo, respecti-
Vamenté
B, v densidad y viscosidad cinem&tica del fluido
P presibn
TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES
7 Para la integracifn de las ecuaciones se utiliza
yla Propiedad de que la distribucién de velocidades es affn o auto-

%
‘8imilar, por lo cual la velocidad adimensional es independiente de

“:}a abscisa x. Para definir las ecuaciones adimensionales se utili

la velocidad axial U(x) y una estimacifn del espesor de la ca-

limite g(x).

La condicibn de afinidad se obtiene de

u e 1
i) = £'(n) (4)
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daf

en que £1(n) = 3+ (5)

r 2
n = ( Y ) y
f(n) representa la funcibn de corriente adimensional
Utilizando las expresiones anteriores las ecuacio-
nes (1) vy (2) con la simplificacibén (3) pueden expresarse en forma
adimensional como se explica a continuacién

i) Término | u ( %% ) |

u = Uf'
Bu__dU af' — L n
—x"a'if"”u—ax‘uxf + Uf"n (6)
3_“3. = 12 2 1EM
(u & ) UUxf + U "xf f (7)
ii) Término ( v 3% )
au I - it . o " -
( 3E ) = EH (Uf*) o Uf N, (8)
por otro lado  Jo = (9)
g2
luego
(3 =y o E
r gz

La velocidad radial v se obtiene de la ecuacién de

continuidad ya que :

du , 3v . v _ 3(ru) afrv):
5x Tar T T 3% T Tar 0 (10)
. r
: i 9 (ru) .1 u
luego, rv = J T dv = §x rar
0 0

reemplazando el valor %%-de la expresién (6) se obtiene

rv = - I |Uxf' + Uf"nxl rdr
0

23
2
pe (9) se tiene rdr = %— dn
luego n
- " 2
rv = JlUxf' + Uf"n_| 39— dn
n=o
n
ve=-3-- |0 f-20 X [ £'nan |
_ Ix
ya que Rt
La integral del segundo miembro puede resolverse
por partes :
[f"ndn = F'n = {f'dn = f'n - £
finalmente se obtiene
2 g g
v=%((u +20 55 ) £ - 20 55 nf' ) (11)
Y por lo tanto :
3u Ix
lvsz | =u (u, + 2v §" f£" = G2n €1£" (12)
~ dond S
Onde se ha reemplazado Mg ™ i =
g




24

1 3u 32u
WOFGE Y
ar?
de la ecuacibn (8) se tiene
3a y _ pygr
(3% ) UE"n,

luego
¢ 2
( _3__1_1_ ) =U %_r- (f"nr) = Uf™ nr2 . Ufnnr = 4Ur £ o4 gl-]_ £
ar? r gt g2
luego
13 ou S " "
| v=357 (T 3% ) | = 4 : (£* 4 £"') (13)
g
obtiene

La ecuaciébn adimensional del movimiento se

reemplazando cada uno de los térmi

(13) obteniéndose la ecuacibn

nos de las ecuaciones (7). (12) .Y §

r
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4 2
& v2 oo _E e oy
| U9 Uy g 2 (15)
kbag relaciones son equivalentes a :
| K
y 2
: glg, = =2v o
* Ky (16)

Por otro lado se cuenta con la condicibn de que la

rngidad de movimiento inicial se mantenga constante :

(-]
©

M = pu2+2nrdr = 27pU2

g
Ay (gvpnfmy =£2 4 (14 22K £ =0 (14)
ng2 x 9

Para resolver la ecuacifén anterior es

cer Uy g. Para este efecto se impone la condicién de afinidad de

Ello implica que la ecuacién (14) de
s cog

la distribucién de velocidad.

be satisfacerse para todo valor de la abscisa x, por lo que su

ficientes debeh ser constantes :

preciso cono-

“ = £f'2.92dn (17)
I U2g2 45 X - M*
= = 1
th M
o, 2 pas
M, = . I =2n [f'zdn
M, 1/2
Ug = ( T )
fndo esta ecuacién en (16) se obtiene
o 2vK2 I 1/2
K1 M, I %
. Kl M* 1 e
2\)1(2 I ;{-
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Adem&s se impone la condicibén que las fuerzas de i-

nercia y las de friccibn viscosa sean del mismo orden de magnitud.

Ello conduce finalmente a la siguiente ecuacibn :

nfll‘l+ fl’l + fIZ + ff" = 0 (20)

Las condiciones de borde son :

1) u=U cuando r =0 => f£f'(0) = 1

£! (=) 0 (21)

[}

2) u=0 cuando r = = =>
3) El1 eje de simetria es linea

£ (0)

[
o

de corriente =5
APROXIMACION NUMERICA

Para resolver num&ricamente la ecuacién diferencial
ordinaria no-lineal anterior se procede a linealizarla. En este
‘proceso debe recordarse que los términos no-lineales provienen de
la aceleracifn convectiva y que en el proceso de linealizacifn es
m&s preciso considerar a la velocidad como término linealizable que
su derivada espacial.

La ecuacibn se reescribe acorde a lo anterior de

- la siguiente forma :
2™t > (1 £ £, ) E£" 2+ 2,2 =0 (22)

f, v £,' son las funciones que se consideran moment&neamente cons-

tante durante la integracién en cada punto del espacio.

La integracifn numérica se realiza utilizando un

algoritmo basado en el M&todo de Diferencias Finitas.

Para este efecto las derivadas se aproximan median
te una diferencia centrada de 3 puntos. Si Un representa el valor
de la aproximacidn numérica de f' en el nudo n de la malla y h el

tamafio de la malla :

L} ~
e )n B
(#e) =-nil al
. 2h
( f"' ) & Un"'l = 2u 3 UI’H"l
n h2
I a0 "m+1 T "n

Sustituvendo estos valores en la ecuacibn se obtie-

ne para el nudo n :

((n-1) + T 59 1+£x
n-1) : ) Veiy 7 ( hi ~2(n-1) ) Un + ((n-1) - 5 )Un_1=0
~que se expresa'en forma resumida como :

f:iw Bilnes * BaUn * Cplpeq .0 (23)
- cen B om (1) + 22k a2 L on - 148,)
2 n 2 ) *
'. AYwi

BE = (hf, - 2(n-1) * (KE, - 2n + 2) (24)

=S o o Sk fi 0.1

. C,= ( (n-1) - =—=—%) = 3 (2n-3-f,)
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tas condiciones de borde son

U1=1 UN=0

METODO DE SOLUCION

La ecuacién anterior que es valida para un nudo, da

origen a un sistema de N ecuaciones algebraicas para toda la malla

y se resuelve utilizando un proceso recursivo (algoritmo de Thomas) .

Para ello se asume

Un = En Un+1 +* Fn (24)

Los coeficientes E_ y F  se calculan en funcibn de

los coeficientes A , B Y Gy utilizando :

U =E

n-1 n-1 Un - Fn—l

sustituyendo esta expresibn en la ecuacién del nudo se obtiene :

E U_+F ) = 0
An Un+1 i Bn (En Un+l+Fn) 5 Cn ( n-1 n n-1l
- - v
(c, En—l) b= (An $ B En) U 41 g Co Ty
De donde se deduce que

B (25)

¥ -cn Fn-1

5 nt h Fn-1

como se conoce la condicién inicial U, =1 , se tie

nen los valores iniciales de E y F @
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U1=1=EIUZ+F1

Por otro lado esta ecuacibn debe satisfacerse para

~ todo valor de U,, en consecuencia :

Para determinar los restantes valores de E y F se
;Eﬁquiere conocer los valores de A, B y C en cada nudo. Fstos depen

gﬁh de £, v £,' vy del intervalo de integracibn h.

: iﬁpiﬁl f,' v este se integra por algin método de integracién numéri

'A usua1 : método de los trapecios, Regla de Simpson, etc,

5*;“ Todos los valores A , B y C_ se calculan de acuer-
;‘;i las relaciones (24) utilizando los valores £, y f,' anteriores.

iﬁ_' A continuacibn se hace uso de las ecuaciones (25)

et

*iﬁﬁp calcular en forma recursiva los valores E_y F_ utilizando las
3 A_,l‘:-

jiciones iniciales de las ecuaciones (26).

Una vez conocidos los valores Eﬁ § Fn para todos
%Pdos de la malla se calcula el nuevo perfil de velocidades de
rdo a la relacibn (24).

¢ El nuevo perfil se utiliza para una segunda itera-
L ¥ asf sucesivamente hasta que la méxima diferencia entre dos

?juciones consecutivas sea menor que un error preestablecido.

Para el cé8lculo de los valores Un en la relacién
8e hace uso de la condicidn de borde externa, vale decir

' 0. Para llevar a la préctica dicha condicién se asume que

Para calcular f, en cada nudo se supone un perfil i ‘
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£' ge anula para un valor de n = n, que se elige "a priori".
Una forma alternativa para imponer la condicibn de
borde externa consiste en estudiar el comportamiento asimptStico

de la ecuacién (20). En este caso la ecuacidn se reduce a

n £ + £" =0

Esta ecuacibn puede integrarse directamente y a tra

e I et

vés de sus primeras y segundas derivadas, intentar obtener una rela

cién para ajustar en cada iteracifn el valor de f' = U

APLICACION DEL METODO

Coﬁ el objeto de demostrar la potencialidad del al-

goritmo numérico se ha hecho uso de la solucién analftica (Schlichting =

'1968) que se dispone en este caso. Esta solucibén puede escribirse

bajo la forma

e

LRI g 1 (27)
M
3 e 1
en que U = el (28)
1/2 1/2
y e=(2) " S (29)

Para comparar la solucién numérica con la analftica
es preciso llevar a cabo el célculo con la misma velocidad de refe-
rencia y en el mismo punto del espacio. Es fécil verificar que las

condiciones que hacen que V' y £f' sean equivalentes estdn dadas por

3]

™

e (30)

De agui se concluye que la solucifn analftica puede

expresarse en t&rminos de las variables originales como

e
(1+3n) 2

v' = £'(n) 81

Para la presente aplicacibn se utilizé un valor ma-

18 y se impuso la condicibn f£'(n,) = 0.01.

‘ximo de n = n, La so-

i
~ lucibn analitica muestra que el decaimiento a cero de la solucidn

es bastante lento. En los problemas de capa lfmite es usual adop-

N

~ tar un valor de n, = 8.
3

= g Los resultados de la solucibén numérica y analftica
b

4 i@fincluyen en la Tabla 1 que contiene los valores de la funcifn de

triente para cada nudo. En la integracién se ha adoptado un in-

An 0.01.

1 Los valores de la Tabla 1 se indican en el gr&fico
1@‘figura 3. Para la escala utilizada, la solucién numérica y a
tica son coincidentes.

La figura 4 indica gré&ficamente la convergencia del

aciones para llegar a la solucién final.

La sensibilidad del mé&todo se analiz6 estudiando di
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=~ 16
g
% 12 L Solucidn analltica Tabla 1
= o Solucién ndmerica
§ 2
§ Resultados Numéricos y Analfticos
intervalo de integracidn A?.O.I

7 %\n\ n f(n) £f'(n)num £f'(n) anal Dif., (%)
~ l 0 050 1.0000 1.0000 0.0
‘SN“‘“‘?' veloc. adim. f' (") ;
e(oCc. adim
0 e Eje de S.imef?ia 1 0.6626 0.4411 0.4444 0.76
‘ 2 - . =5 & 2 0.9936
DISTRIBUCION DE VELOCIDAD AXIAL : 0.2487 0.2500 0.51
COMPARACION ENTRE SOLUCION ANALITICA ¥ NUMERICA 3 1.1926 0.1595 0.1600 0.3
FIG 3 ‘ : : =
| ﬁ 4 13252 0.1110 0.1111 0,13
: 5 1.4195 0.0816 0.0816 UL UL
| N
| ~ 16 N 6 1.4910 0.0626 0.0625 -0.09
‘\ ]
| % i \\\ 8 1.5906 0.0401 0.0400 L
| $ \ ——. —— Distribucién inicial %o -
I §,2l \\ L Distribuctén despues du.-leraciih N ‘ 10576 0.0271 0.0278 -0.28
il [~} . l
. | ———— Distribucion despues de iteracion N*6 12
3 L \- (Final ) 1.7045 0.0205 0.0204 -0.28
g ll\ \ 14 1.7402 0.0157 0.0156 ~0.22
: .
|\ B 1s 1.7901 0.0100 0.0100 0.0
| X
W\ |
4 \‘ A \.\
\\ \
N N T AN
e Lt
1I/e-’c‘)c:. adim. f'(9)
08 o= je de Simetria
0 02 04 06 08 10

CONVERGENCIA DE LA SOLUCION NUMERICA
FIG 4
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relativamente sensible a la eleccidn de este parémetro. Ello es 16
gico por cuanto la aproximacidn de las derivadas involucra errores
por truncamiento del orden de h2. Por ejemplo, a tftulo ilustrati-
vo, la mixima diferencia con la solucibn analitica'usando h=1.0
resulté de 39.2% requiriéndose 3 iteraciones. Para h = 0.1 que es
1a solucién que se presenta en la Tabla 1y figura 3, la méxima di-
ferencia fue 0.76% en 6 iteraciones.

Como siempre existe un compromiso entre el esfuerzo

computacional requerido y la precisifbn del cdlculo.

CONCLUSIONES

El1 estudio de la expansidn de un chorro laminar con

simetrfa axial en la regién del flujo plenamente desarrollado que

se abordé en este trabajo constituye un ejemplo de aplicabilidad de

los mé&todos nﬁméricos a ciertos problemas de Mecénica de Fiuidos.
£l método presentado es general para capas limites
laminares con o sin simetrfa axial e involucra las siguientes eta-
pas.
i. Transformacibén de las ecuaciones diferenciales parciales en una
ecuacién diferencial ordinaria no-lineal.
2. Formulacién de un algoritmo numérico que permita la integracibn
de la ecuacidn diferencial ordinaria no-lineal.
3. Solucidn del sistema de ecuaciones algebraicas lineales resul-
tantes, imponiendo las condiciones de borde apropiadas.
Existen dos dificultades asociadas con el desarro-
1lo de las etapags anteriores :

i) Encontrar una transformacifn sencilla que conduzca a una ecua-

'

iéiﬁn diferencial ordinaria satisfactoria para la aplicaci6n de téc
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.ﬁ;caé numéricas.
ii) Imponer la condicibén de borde externa
El primer punto involucra un proceso de aproxima-
cianeé sucegivas que requiere cierta préctica y conocimiento del
problema. '
Para el segundo punto se puede recurrif a algorit-
'mgg:como el indicado anteriormente (Aplicacifén del M&todo) o hacer
'gupgsiciones adecuadas.
En todo caso la aplicacién de la metodologia demues
 tg;7que la solucién numérica es altamente satisfactoria tanto en lo

' relativo a esfuerzo computacional requerido como a exactitud de la

* solucién.
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