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Editorial

Nuestra sociedad ya avanza por los 42 afios de
vida, y fiel a sus estatutos, en todos estos afios se
ha mantenido, divulgando la disciplina hidrauli-
ca, ya sea a través de jornadas, congresos, char-
las, publicacion de libros, revistas, etc.

En el ultimo periodo hemos realizado un con-
venio con la TAHR (International Association
Hydro-Environment Enginnering and Research)
la organizaciéon mundial de los ingenieros hi-
draulicos, que permite que mas de 30 colegas
ingenieros chilenos, sean al mismo tiempo so-
cios de SOCHID y de IAHR, en una ventajosa
condicion.

Después de 20 afios, el proximo afio, nuevamen-
te se realiza la IAHR Division Latinoamericana;
esta es su version vigésimo sexta, y esperamos
tener mas de 500 trabajos de Latinoamérica y
algunos otros paises como Espafia, EEUU, Ale-
mania, etc. Esta es una responsabilidad que asu-
mimos como sociedad y no cabe duda que con
el apoyo de cada uno de ustedes sera un evento
exitoso.

En el ultimo periodo estamos dando especial
apoyo a la Hidraulica Maritima, y estamos dis-
puestos a seguir haciéndolo, de tal forma que se
haga la mayor cantidad de eventos en esta te-
matica, dada su importancia y trascendencia en
Chile.
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Por otro lado han surgido voces sobre como in-
corporar otros aspectos relevantes de la ingenie-
ria del agua en la tematica de SOCHID, como
son los aspectos ambientales del agua y sus
efectos en los ecosistemas. No cabe duda que
ya quedan refrendados, desde hace tiempo, en
las presentaciones a los congresos chilenos, pero
como lo hemos hecho, éste serd un tema abierto
a discutir en instancias adecuadas.

Estamos en deuda con temas tan relevantes
como las obras hidraulicas, por lo que ya hemos
acordado que un proéximo nimero de la revista
sera dedicado a esta temadtica.

Como ultimo aspecto y no por ello menos im-
portante, desde este numero en adelante actfia
como editor el Dr. Alberto de la Fuente Stranger,
Profesor Asistente del Departamento de Ingeni-
ria Civil de la Universidad de Chile, y nuevo
miembro del directorio de SOCHID desde mayo
2013.

José Vargas B.
Presidente SOCHID
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Estimacion de Parametros de Oleaje Mediante Sensores Remotos

Raul Flores Audibert

Departamento de Obras Civiles, Universidad Técnica Federico Santa Maria

RESUMEN

efales de video de alta resolucion pro-

venientes de un gran canal de oleaje son

analizadas con el propdsito de medir di-
rectamente cantidades asociadas al oleaje en ro-
tura. El analisis se lleva a cabo en escala de olas
individuales, mediante algoritmos de procesa-
miento de imagenes que permiten la extraccion
del largo de la region en rotura (en inglés, roller)
desde las sefiales de intensidad optica. Esta can-
tidad es utilizada para estimar la disipacion de
energia, flujo de energia y flujo de momentum
en la zona de rompiente, parametros que a su
vez son utilizados para calcular la altura de ola
y el nivel medio de la superficie libre. El mé-
todo es validado mediante comparaciéon con
mediciones tomadas por sensores ubicados a lo
largo del canal. Se encuentra que existe un muy
buen ajuste en la prediccion de ambos parame-
tros, dando pie a un nuevo enfoque para estimar
disipacion y forzantes del oleaje en rotura desde
datos obtenidos en forma remota. Dado que la
metodologia propuesta se basa en la estimacion
de propiedades geométricas del oleaje en rotura,
puede ser aplicada mediante diferentes técnicas
de deteccion remota (por ejemplo, radar).

1. Introduccion

Una descripcion precisa de la hidro-

dindmica costera requiere al menos de buenas
estimaciones de cantidades como altura de ola,
nivel medio de la superficie libre y forzantes in-
ducidos por el fendmeno de rotura. Para obtener
dichas cantidades pueden utilizarse observacio-
nes in situ, modelos numéricos o una combina-
cion de ambas metodologias. Las observaciones
in situ son consideradas mas precisas y confia-
bles, pero generalmente son muy costosas, difi-
ciles de lograr y tienen poca resolucion espacial.
Los modelos numéricos de transformacion de
oleaje varian en complejidad, eficiencia compu-
tacional y precision, y para capturar la dindmica
de la rotura la mayoria de los modelos requiere
incorporar este proceso explicitamente, median-
te alguna expresion ad-hoc. Por ejemplo, los
modelos de transformacion de oleaje basados
en el flujo energético, cominmente introducen
parametrizaciones de la rotura (Battjes and Jans-
sen, 1978; Thornton and Guza,1983). Un aspec-
to de este tipo de modelos es que tienen éxito
modelando la evolucion de la altura de ola pero
fallan al estimar cantidades relacionadas con
la rotura, como el nivel medio de la superficie.
Se ha demostrado que para mejorar estas esti-
maciones, la contribucion del roller (el cuerpo
agua-aire turbulento que se forma al iniciar la
rotura y que es transportado por la ola) a los flu-
jos de energia y momentum debe ser considera-
da (Svendsen 1984a,b). Uno de los principales
beneficios de incluir estos términos extra ha sido
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una mejora en la modelacion de la zona de tran-
sicién que existe inmediatamente después de la
rotura. Aunque el decaimiento de la altura de ola
comienza inmediatamente en el punto de rotura,
las observaciones indican que el set-up (amento
del nivel medio de la superficie) se inicia bas-
tante mas alla de ese punto (Svendsen, 1978).
La incorporacion de los efectos de roller en las
ecuaciones hidrodinamicas provoca un desfase
espacial entre el inicio de la disipacion d energia
y la transferencia de momentum a la columna
de agua, lo que se manifiesta en que el set-up
no inicia inmediatamente, concordando con las
observaciones.

Varios modelos de evolucion de oleaje
que incorporan al roller se han propuesto (Lipp-
mann et. Al, 1996; Dally and Brown, 1995; Sti-
ve and de Vriend, 1994), donde en general para
estimar la evolucion de la altura de ola y nivel
medio de la superficie se utiliza un enfoque en
el cual dadas ciertas condiciones costa afuera el
oleaje se deja evolucionar sobre una batimetria
conocida, calibrando parametros contra medi-
ciones in situ.

Respecto de las mediciones, es posible
decir que las herramientas de deteccion remota
han progresado significativamente durante los
ultimos afios, y han sido utilizadas en estudios
costeros en forma cuantitativa. La naturaleza si-
ndptica de estas técnicas permite capturar la va-
riabilidad temporal y espacial de muchos proce-
sos costeros, incluido el rompimiento. Alin mas,
la rotura del oleaje deja sefiales bastante promi-
nentes en un nimero importante de instrumen-
tos de deteccion remota, tales como sistemas
opticos o de microondas, lo que abre la posibili-

10

dad de medir directamente cantidades asociadas
a ella. Por ejemplo, en sistemas opticos la rotura
se asocia a valores altos de intensidad. Sin em-
bargo, la relacion no es tan directa pues otros
fenomenos, como espuma residual u olas muy
empinadas, también producen intensidades op-
ticas altas y por tanto contaminan la sefal difi-
cultando el proceso de discriminacion del oleaje
en rotura, que es el que reviste interés dinamico.
Para deteccion Optica, el producto mas comin
para estimar la disipacion en zona de rompiente
ha sido lo que se conoce como “time exposure”
(promedio de una serie de imagenes sucesivas),
donde las contribuciones del oleaje en rotura y
la espuma remanente no pueden ser discrimi-
nadas. De esta forma, este enfoque ha sido mas
que todo cualitativo y mayormente asociado a
determinar la extension de la zona de rotura y su
variabilidad, para posteriormente asociarlo a la
variabilidad morfologica de la batimetria.

Haller y Catalan (2009) analizaron la
sefial Optica y su relacion con las caracteristicas
geométricas del roller para oleaje regular sobre
batimetria con barra. Encontraron que la sefial
optica del roller aumenta abruptamente desde su
comienzo hasta un maximo en la cresta de la ola,
y como resultado de esto, propusieron un méto-
do para extraer el largo del roller desde sefiales
de video.

Este tipo de informacién puede ser integrado a
modelaciones costeras para mejorar las estima-
ciones, bajo el supuesto de que existe una ade-
cuada relacion entre las cantidades medidas y la
fisica del fendmeno. Para oleaje en rotura, Dun-
can (1981) reportd resultados para olas rom-
piendo en equilibrio en aguas profundas, publi-
cando mediciones de area, angulo y longitud del



roller. Posteriormente, Govender et al. (2002)
publicaron mediciones obtenidas en laboratorio
mediante video. Estas caracteristicas geométri-
cas, fundamentalmente el area del roller y su an-
gulo de inclinacion, han sido relacionadas con la
tasa de disipacion de las olas en rotura (Duncan,
1981; Deigaard and Fredsoe, 1989) y el flujo
de masa responsable de las corrientes de resaca
(Garcia Farez et al., 2000).

En este trabajo se siguen dichas ideas,
acoplando informacion obtenida mediante video
a un modelo de roller para estimar altura de ola
y nivel medio de la superficie libre. El enfoque
se pone en obtener desde las imagenes prove-
nientes del video la tasa de disipacion del roller
y su momentum (esfuerzo de radiacion), que son
usados como input en el modelo numérico. Esta
metodologia constituye una nueva técnica para
obtener informacion cuantitativa del oleaje rom-
piente.

El trabajo esta organizado como sigue:
la seccion 2 presenta una breve revision de la
teoria, incluyendo los efectos del roller. La sec-
cion 3 presenta el experimento y las fuentes de
informacion. Los algoritmos de proceso de las
imagenes y resultados para la altura de ola y set-
up son presentados en la seccion 4, y una discu-

d
Dpy = — a (Ewcg)

donde D, es la disipacion, ¢, es la ve-

locidad de grupo y E, es la ener-

1 2
Ey, = Engrms
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sion de los resultados sigue en la seccion 5. La
seccion 6 presenta las conclusiones.

2. Teoria

Una forma de modelar la hidrodindmi-
ca costera es estimar el balance de cantidades
promedio del flujo, removiendo la necesidad de
describir de manera los procesos a escalas pe-
quefias, tales como la turbulencia. Aunque es
bastante simple, este enfoque es adecuado para
la estimacion de propiedades estadisticas como
perfiles de altura de ola y de nivel medio de la
superficie, a costos computacionales muy ba-
jos. Aqui, un set de dos ecuaciones diferenciales
acopladas que describen los balances de energia
y momentum en direccion perpendicular a la
costa son utilizadas para obtener las alturas de
ola y nivel medio de la superficie.

2.1 Balance de energia del roller

En la zona de rompiente, la principal
fuente de disipacion proviene de la interaccion
entre la ola y el roller, a través del trabajo que
debe realizar la ola para transportar al roller en
su frente, es decir, a una velocidad igual a su ce-

leridad. El balance de energia del oleaje organi-
zado (sin roller), puede escribirse como

(M

gia del oleaje, tomada de la teoria lineal

(@)

11
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donde p es la densidad del agua, g es la acelera-
cion de gravedad y H,,, es la altura de ola (raiz
media cuadratica). Existen varios modelos en
la literatura para la estimacion de la disipacion
(Battjes and Janssen, 1978; Thornton y Guza,
1983; Alsina and Baldock, 2007), y tradicional-

mente la ecuacion (1) se resuelve para la altura
de ola.

De forma similar, existe una ecuacion
de balance energético para el roller (Stive and de
Vriend, 1994)

a
E(ZErC) = Dpr = Dy 3)

donde E, es la energia del roller, ¢ es la velo-
cidad de la ola y D, es la disipacion del roller.

_ pAc

Er=77

donde p es la densidad media del roller (asumi-
mos igual a la densidad del agua y constante), 4
es el area de la seccion transversal del roller y 7'
es el periodo de ola. Al derivar la expresion an-
terior, se asume ademas que la velocidad media
del roller es igual a la velocidad de la ola.

La disipacion de energia del roller se toma como

_ pgAsinfcos® 2gE

La energia del roller puede estimarse segun el
trabajo de Svendsen (1984

4)

el trabajo realizado por los esfuerzos de corte
en la interfaz roller-ola. Considerando que este
esfuerzo de corte debe balancear el peso de ro-
ller para que exista balance de fuerzas (Duncan,
1981), la tasa de disipacion por unidad de area
corresponde a (Dally and Brown, 1995)

D
" T

donde 6 es el angulo de inclinacion del roller.
Este parametro no se conoce a priori, pero puede
considerarse como un parametro de calibracion
de forma de reproducir de buena forma los datos

- " sin 6 cos @ Q)

medidos.
Sustituyendo las ecuaciones (1) y (5) en
(3) y reordenando términos se obtiene

d a 2gE,
— =___ — i 6
% (Ewcg) Ep (2E,c) —sin 6 cos 6 (6)

12



De la ecuacion anterior es posible observar que
para resolver el flujo de energia (y por ende la
altura de ola), se requiere conocer los parame-
tros provenientes del roller, que dependen de su
geometria. Ademas, se requiere de conocer can-
tidades adicionales que pueden obtenerse desde
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la teoria lineal del oleaje u otra, si la batimetria
es conocida.

Para relacionar la ecuacion (6) con el
largo de roller que obtendremos mediante la se-
fal de video, utilizamos la expresion propuesta
por Duncan (1981)

A
— =0.11+0.01 @)

2

que postula que la razon entre el area del ro-
ller y la longitud a lo largo del frente de ola es
constante. Para obtener L, relacionamos la pro-
yeccion horizontal del roller, que es lo que me-

2.2 balance de momentum

El roller también contribuye a los forzantes en
la zona cercana a la costa, mediante su aporte
a los esfuerzos de radiacion (Longuet-Higgins
and Stewart, 1964). Asumiendo una batimetria
uniforme y esfuerzos de viento despreciables, el

ox

donde x es la coordenada en direccion a la costa,
h es la profundidad, p es la densidad del agua
y es la aceleracion de gravedad. La ecuacion
(8) se considera dominada por los esfuerzos
de radiacion y los gradientes de set-up, segiin
demuestran estudios de laboratorio (Stive and
Wind, 1982; Dally and Brown, 1995). De esta
forma, los efectos de friccion de fondo no son
considerados (t,~ 0).

dimos mediante el video, con el area mediante
A =0.11(L./ cos 6 )*. Como resultado, el unico
parametro libre es la inclinacion del roller (para-
metro de calibracion).

balance de momentum establece que la fuerza
hidrostatica neta producto del set-up (aumento
de la superficie libre, #) balancea al gradiente
del esfuerzo de radiacion (S,,) y a la friccion de
fondo (Longuet-Higgins and Stewart,1964), de
forma que

9 B J
—Sxx+pg(n+h)an+fb =0 ®)

En la presencia de olas en rotura la formulacion
para el esfuerzo de radiacion debe extenderse
con el momentum adicional que induce el roller
(Svendsen, 1984), de forma que S,, queda como

13
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Sex = Sxx,w + Sxx,r )

donde el primer término del lado derecho re-
presenta el esfuerzo de radiacion asociado a
la ola, y el segundo término existe debido a la

presencia del roller. La componente de oleaje
puede ser estimada como (Longuet-Higgins and
Stewart, 1964)

c 1
Sxxw = Ew (2 g _) (10)

c

2

mientras que la contribucion del roller se expresa en funcion de la energia del roller (Svendsen,

1984)

Sxx,r = 2E,

(11)

Sustituyendo las ecuaciones (10) y (11) en (8), y reordenando términos se obtiene

G m =
pPg\n ax

De esta forma, la ecuacion (12) permite la es-
timacion del set-up (nivel medio) cuando se
acopla a la ecuacion (6), usando como input la
informacion de roller y el perfil de altura de ola,
o0 en otras palabras, usar la informacién obtenida
del video para obtener el forzante del roller en la
zona de rompiente.

3. Expermiento
Los datos experimentales se recolecta-
ron en el canal de oleaje de la Universidad Es-

tatal de Oregon (Oregon State University), Es-
tados Unidos. El canal tiene aproximadamente

14

Cq

c 2)] Bl ;_x(ZET)

-l

! (12)

90 metros de largo, 3.7 metros de ancho y 4.6
metros de profundidad. La paleta de oleaje se
ubica en un extremo, donde la profundidad es de
4.27 metros. El perfil batimétrico fue construido
usando piezas de hormigoén y disefiado para re-
producir una batimetria observada en terreno, a
escala 1:3 (Fig.1).

Mediciones de la elevacion de la su-
perficie se tomaron mediante seis instrumentos
montados a lo largo del canal. Las corridas de
oleaje se generaron usando espectros de banda
angosta, por duraciones de 15 minutos. Se ge-
neraron cuatro condiciones distintas de oleaje



irregular, cuyas propiedades se muestran en la Tabla 1.
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Tabla 1. Propiedades series de oleaje

Corrida Periodo (s) Altura (m)
R25 4 0.43
R26 5 0.34
R27 27 0.37
R28 4 0.29

0.6 T T T T T
—+—R25
05 —B— R26 |
—o—R27
0.4 ; ; ';.-? R28 |
Eosl —— |
T T T—
02} -
01 .
0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 10 50 60 70 80

x {m)

90

x {m)

Figura 1. Condiciones experimentales. (Arriba) Alturas de ola (Abajo) Batimetria
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Simultaneamente, se tomaron observa-
ciones de video de alta resolucion. El sistema de
video consistié de 3 camaras digitales montadas
en techo de laboratorio, apuntando a diferentes
secciones del canal, capturando la extension
completa de la zona de rotura de oleaje. Las ca-
maras se sincronizaron con los sensores de su-
perficie libre. Las imdgenes resultantes fueron

4. Proceso de datos y resultados

Las series de tiempo de intensidad opti-
ca registradas mediante el video son procesadas
y transformadas en “timestacks” (Fig. 2). Las
variaciones en la intensidad de pixel dependen
del mecanismo por el cual las olas son detecta-
das por la camara. Para olas sin romper, el meca-
nismo de deteccion es principalmente reflexion
especular de la luz incidente sobre la superficie

x (m)

}
Wil
|| ih| ||| '“IP

0 100 200 300 400
Time (s)

rectificadas, para llevarlas a coordenadas reales,
y posteriormente interpoladas a una resolucion
Ax = 1 cm. Debido a que el canal es angosto
y se puede asumir uniformidad en su ancho, se
trabaja s6lo con un arreglo de pixeles, corres-
pondiente a la coordenada transversal y=1.2 m.

del agua, y es funcion del angulo instantaneo
definido por la camara, la superficie del agua y
la fuente de luz, y también del angulo relativo
entre la direccion de propagacion del oleaje y la
camara. Por otro lado, el oleaje en rotura es de-
tectado principalmente por dispersion isotropica
desde el roller, espuma y burbujas, dependiendo
de la geometria del sistema en forma minima.

x (m)

90 95 100
Time (s)

Figura 2. Ejemplo de timestack, corrida 25. (izq.) timestack completo donde se observan grupos de ola (der.) Close-
up, donde las regiones blancas corresponden a oleaje en rotura y espuma.

16



4.1 Determinacién de la longitud del roller

La estimacion de la longitud de roller
desde los datos de video se realiza ola por ola.
En primer lugar, se aislan las olas en rotura del
resto del timestack, mediante un método de um-
bral de intensidad. Se considera que todos los
pixeles con intensidades Opticas mayores a un
cierto valor umbral corresponden a oleaje rom-
piente. Esto asume que toda rotura ocurre de-
jando una notable sefial oOptica. Siguiendo el
trabajo de Haller y Catalan (2009), el umbral de
intensidad se escoge como as /+2a;, donde /,0,
corresponden a la media y desviacion estandar
de la intensidad de pixel de todo el timestack.
En la Figura 3, se muestra un perfil espacial de
intensidad de pixel. El frente de ola se caracte-
riza por un fuerte incremento de la intensidad,
lo que resulta en poca sensibilidad respecto del
valor umbral escogido. El timestack original se
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transforma entonces en un mapa binario de olas
en rotura y oleaje no rompiente, donde una ola
en rotura debe entenderse como una agrupacion
de pixeles que exceden el umbral. Este método
detecta también espuma, pero como se vera, la
metodologia propuesta requiere de la identifi-
cacion del frente de ola, de forma que esto no
resulta problematico.

Luego, la identificacion de los frentes
de ola se realiza mediante una técnica de segui-
miento aplicada al inicio del roller a medida que
las olas se propagan hacia la costa. Para cada
instante, el frente del roller se identifica como el
primer punto que supera la intensidad umbral.
El fin del roller se define como el punto en que la
intensidad de pixel comienza a disminuir direc-

cion costa afuera. Como resultado de este proce-
dimiento, en la Figura 3 se identifican 3 olas en
rotura.

Figura 3. Ejemplo de serie de intensidad éptica para la corrida 25 en t=100 s. La linea roja representa la intensidad
umbral.

Aplicando la metodologia a todo el ti-
mestack, se obtiene un mapa espacio-temporal
de largos de roller, como se muestra en la Fi-
gura 4 (arriba). Para cada coordenada espacial

donde existe rotura, se calcula un parametro de

resumen en raiz media cuadratica del largo del

roller, segiin

13)
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donde L,(x) y Ny(x) corresponden a la longitud
de rooler y al nimero de olas en rotura asociadas
a la coordenada X = x. La razdn de utilizar un
parametro en raiz media cuadratica es para man-
tener consistencia con modelos paramétricos de
evolucion de oleaje, que entregan la raiz media
cuadratica de la altura de ola. La ecuacion (13)
asume que la disipacion de una ola individual
es adecuadamente representada por una longi-

4.2 Estimacion de la altura de ola y set-
up desde los datos de video

El proceso es bastante simple. Como se
ha mencionado antes, este enfoque es distinto en
el sentido en que aprovechamos datos obtenidos
en forma remota para mejorar las estimaciones
del modelo. En primer lugar, usamos los largos
de roller para obtener estimaciones directas de
la disipacion de roller, su energia y contribucion
al esfuerzo de radiacion. Luego, estas cantida-
des son incorporadas a la ecuacion de energia
(ec. 6), que se resuelve mediante un esquema
de diferencias finitas para obtener la altura de
ola H,,,. Finalmente, mediante la altura de ola
es posible estimar el esfuerzo de radiacion de

tud caracteristica. En este sentido, el parametro
dado por (13) es un parametro representativo
de la disipacion local en cada coordenada. Asi,
el modelo presentado aqui es una alternativa a
los modelos que utilizan la fraccion de oleaje en
rotura para estimar la disipacion en la zona de
rompiente. La distribucion de largos de roller
rms se muestra en la Figura 4 (abajo).

la ola, que usado junto al esfuerzo de radiacion
del roller permiten calcular el nivel medio de la
superficie (set-up) desde la ecuacion (8). La pro-
fundidad y el periodo del oleaje se suponen co-
nocidos. Como primera aproximacion, las pro-
piedades del oleaje se obtienen desde la teoria
lineal. El modelo se inicia con condiciones de
borde en el sensor mas lejano a la costa.

Para calibrar los resultados, se prueba un rango
de angulos de roller y se busca aquel que mejor
ajusta el perfil modelado a los valores medidos
de altura de ola. La comparacion entre lo mo-
delado y lo medido se realiza mediante un error
medio cuadratico absoluto, definido por

(14

donde P; es la prediccion del modelo, O es la cantidad observada y N es el numero de observaciones

(una para cada sensor).
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Figura 4. (Arriba) Mapa espacio-temporal de longitudes de roller. (Abajo) distribucion en raiz media cuadratica de

longitudes de roller

5. Resultados y discusion

Las Figuras 5 y 6 muestran resultados
de perfiles de altura de ola y set-up para las corri-
das 25 y 27. Ambos parametros comparan bien
con las mediciones tomadas por los sensores del
canal. La Tabla 2 muestra los errores, menores
al 4% para todos los casos considerados. Una
inspeccion detallada indica que el modelo falla
cerca de la region donde se ubica la barra, donde

se inicia el rompimiento. De todos los casos, los
mejores resultados son para la corrida 27, que
corresponde al caso de oleaje de mayor grado
de linealidad. Notamos que el decaimiento de
la energia a través de la zona de rompiente esta
bien capturado, como indica el ajuste al sensor
mas cercano a la costa. Luego, la disipacion to-
tal, calculada desde los datos de video, captura
de forma precisa el decaimiento total del flujo de
energia incidente.
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Los angulos de roller calibrados mues-  es consistente y no debe ser compensada por va-
tran poca variabilidad y son consistentes con
valores reportados en la literatura (Reniers and
Battjes, 1997; Apotsos et al., 1993), como se
puede ver en la Tabla 2. Esto sugiere que la es-

cala de los largos de roller obtenidos del video

lores poco reales de para reproducir la cantidad
necesaria de disipacion para ajustar a los valores
medidos.

Tabla 2. Angulos de roller calibrados

Run 0 (0) €abs (%)
25 11.0 3.56
26 7.5 3.19
27 8.0 0.55
28 8.5 3.59
Run25
(a) ——__'__- T
_naf  OmmmmmmmmoommmmmmoommTTTT oo -o\\\ |
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0.05 o 3\0 4\[] 5|n ﬁ\ﬂ 7‘n Eln
x (m)
’ © ' T
0.5
g
N sk

x(m)

Figura 5. (a) Perfil de altura modelado y valores observados (circulos) (b) Perfil de set-up modelado y valores obser-
vados (circulos) (¢) Batimetria
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Figura 6. a) Perfil de altura modelado y valores observados (circulos) (b) Perfil de set-up modelado y valores obser-
vados (circulos) (c) Batimetria

Los buenos resultados de la metodolo-
gia sugieren que este enfoque puede ser utiliza-
do para calcular parametros como la altura de
ola y nivel medio cuando los datos de campo
son escasos, o para comparar o validad predic-
ciones de modelos.

Para evaluar los beneficios de esta me-
todologia, los resultados se comparan con un
modelo de roller en modo de prediccion con
valores tipicos de los parametros € =10° and
y =0.42 (Lippmann et al., 1996). Ademas, se
compara el beneficio de incluir los forzantes del
roller en las ecuaciones hidrodinamicas. Para
ser consistentes en la comparacion, también se
utiliza un 6 =10° en nuestro modelo. Inmediata-
mente se aprecia una ventaja respecto a modelos
propuestos en la literatura, y es que la metodo-

logia aqui propuesta depende de s6lo un para-
metro, el angulo de roller, que tiene un rango
acotado de variabilidad.

La Figura 7 muestra 3 casos: el modelo
de Lippmann (1996), la metodologia aqui pro-
puesta sin considerar los forzantes del roller y
la metodologia propuesta considerando dichos
forzantes. Se aprecia claramente que la metodo-
logia propuesta muestra mejores resultados tan-
to en la reproduccion de la altura de ola como
en el set-up. Inspeccion al perfil de altura de ola
muestra que no hay diferencia entre incluir o no
el forzante del roller. Sin embargo, la incorpo-
racion de estos forzantes si hace diferencia en
la modelacion del set-up, logrando una mejor
reproduccion particularmente debido al retraso
en su iniciacion.
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Figura 7. Estimacion de parametros usando modelo de Lippmann (linea punteada), modelo inverso de roller sin con-
siderar esfuerzo de radiacion (linea segmentada), modelo inverso de roller completo (linea solida). (Arriba) altura de

ola (Medio) Set-up (Abajo) Batimetria

6. Conclusiones

El presente estudio se centr6 en el ana-
lisis de la sefial optica proveniente de campos
de oleaje irregular y en la desarrollo de una
metodologia para incorporar dicha informacion
en la modelacion de parametros hidrodinami-
cos como la altura de ola y el nivel medio de la
superficie libre. Se encontrd que la longitud de
roller obtenida desde la sefial de video entrega
buenos estimadores de las propiedades hidrodi-
namicas del roller, como su energia, momentum
y disipacion, probando ser un link fisico entre la
sefal optica y los procesos costeros.

La metodologia desarrollada entrego

buenos resultados respecto de alturas de ola y
niveles medios, cuando se compar6 contra datos

22

medidos in situ. Ademas, dichas estimaciones
probaron ser mds precisas respecto a un mode-
lo clésico de roller sin calibracion, probando asi
ser una alternativa viable cuando no existen da-
tos para calibrar modelos.

Trabajo futuro involucra probar esta
metodologia con datos de campo, y examinar
el potencial de un modelo de inversion total,
debido a que celeridades de ola y batimetrias
también pueden inferirse desde datos de video.
Notamos ademds que este enfoque puede ser
utilizado con sensores remotos de otra naturale-
za, 0 una combinacion de ellos, ya que el tnico
requisito es poder extraer la geometria del roller
desde las mediciones.
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Solucion numérica de la ecuacion de difusion-reaccion
y ejemplos de aplicacion.

Alberto de la Fuente y Paulo Herrera
Departamento de Ingenieria Civil, Universidad de Chile.

1. Introduccion

Hoy en dia, varios problemas de interés en ingenieria hidraulica involucran el transporte
de calor o solutos disueltos en agua. Por ejemplo, la organizacion mundial de la salud (OMS, 2003)
relaciona cambios en la difusion vertical de micro-algas con eventos de florecimiento de algas que
potencialmente pueden ser nocivas para la poblaciéon humada. De igual forma, el uso de energia
geotermal consiste en pasar un fluido por un sustrato para extraer el calor del suelo en un proceso
difusivo el calor desde el suelo hacia el fluido. Ademas, los procesos de resuspension de sedimentos
en cuerpos de agua se explican entre el balance entre la difusion vertical de solidos suspendidos y la
sedimentacion de los mismos.

En forma general, la ecuacion de difusion/reaccion unidimensional (1D) que explica la
dindmica espacial y temporal de la concentracién C de un soluto, se escribe como:

OC_B(D(’)C>iT (1)

at  ox\” ox

donde D es el coeficiente de difusion (m?s™') y r representa un término fuente. El signo que acom-
pafia a r es positivo si es que existe un proceso que produce masa, como por ejemplo la reproduccion
de algas, produccion de O, por fotosintesis o0 CH, por degradacion anaerdbica de materia organica.
Por el contrario, si el signo es negativo nos encontramos en presencia de un proceso que consume
masa como por ejemplo, muerte de especies, consumo de O, por respiracion y quema de metano.

A modo de ejemplo, la ecuacion anterior representa el transporte vertical de:
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e Calor (Fischer et al 1979):

aT 0 (o + )6T N 1 0H,,
ot 0z e T K 0z pc, 0z

()

donde T es la temperatura, x, y x son los coeficiente de conduccion térmica turbulentos y molecular,
respectivamente; pc, es la capacidad calorica, Hy, la radiacion de onda corta que es funcion de la

elevacion z debido a que una fraccion de ésta es retenida en la columna de agua.

*  Momentum horizontal en grandes cuerpos de agua (Goudsmit et al. 2002):

u
z

EZ &((‘Vt'FV)a—)'FfU

(3a)

(3b)

donde u y v son las velocidades horizontales en las direcciones x e y, fel coeficiente de Coriolis y v,

y v las viscosidades turbulentas y molecular, respectivamente.

*  Modelo turbulento % - ¢ (Rodi 1980, Goudsmit et al. 2002):

ok 0 (ve +v) 0k P4+ B
ot 0z o, 0z €
de 0 (v +v)de 3
Fri E( o 0z + 5 (CaP +cesB — ce6)

(4a)
(4b)

donde o, y 0, son los ntimeros de Schmidt para £k y ¢, respectivamente; P es el término de produccion

de energia cinética turbulenta (k) por esfuerzos de corte interno, B es la produccion/disipacion de k&
por boyancia, y ¢ es la tasa de disipacion viscosa de k, mientras que c.;, €, ¥ C,; son constantes del

modelo.

»  Algas acopladas a disponibilidad de nutrientes (Jorgensen and Bendoricchi, 2001):
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OC_ 0 ( ac)+( P )C 5
ot 9z2\"¢az) " \Fp yp M (%a)
P d P P (5b)
9t 5(0;,5)—(#—,305#—#1)(:

donde C'y P representan la concentracion de algas y nutrientes, respectivamente. Dqy Dp son los
coeficiente de difusion de C y P, respectivamente; | es la tasa maxima de crecimiento de algas en
ausencia de limitacion por nutrientes, P, es la constante de saturacion, y , es la tasa de pérdidas de
biomasa de C producto de muerte de algas o excrecion.

*  Sedimentos en suspension (Smith and McLean 1977; Hamilton and Mitchell 1996)

A (0 ac> T+ wC (5a)
ot~ az\ az) "™

donde C representa la concentracion de solidos suspendidos en el agua, D es el coeficiente de difu-
sion y wy la velocidad de sedimentacion.

Muchas de estas ecuaciones no tienen o solo admiten soluciones analiticas para casos muy
simples, lo que en general deben ser resueltas con métodos numéricos. El objetivo de este trabajo
es presentar un breve resumen de pasos necesarios para resolver numéricamente la ecuacion de
difusion-reaccion utilizando un esquema de volimenes finitos. Ademas, incluimos una rutina escrita
en Matlab© que sirve para formular y resolver el problema numérico, la cual aplicamos para la solu-
cion de algunas aplicaciones practicas las cuales son acompanadas de los respectivos codigos. Mas
antecedentes respecto de este esquema numérico se pueden encontrar en Patankar (1980) o Versteeg
and Malalasekera (1995). Nuestra intension es transferir a la comunidad profesional parte de los
contenidos que recientemente fueron incluidos en la malla docente de la carrera de Ingenieria Civil
Mencion Hidraulica, Sanitaria y Ambiental de la universidad de Chile, como parte del nuevo curso
obligatorio Procesos de Transporte en Sistemas Acuaticos. Esperamos que esto sirva para motivar y
facilitar que estos conocimiento sean rapidamente incluidos en la actividad profesional.
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2. Solucion numérica ecuacion difusion-reaccion

A continuacidn presentamos un resumen de los pasos necesarios para plantear una solucion numéri-
ca de la ecuacion de difusion en 1D. Para esto consideramos la ecuacion de difusion-reaccion en 1D,

ac 0 ac
=5 (05) +r© ()

en el dominio Ly <x < L, sujeto a la condicidn inicial C(x,7=0)=f(x) la condicién de borde de
flujo o tipo Neumann en x=Ly

D oc =F 7
ax x:LW s ( )
y la condicion de borde de valor o tipo Dirichlet en x=Lg,
Cx=1Lg) =G (8)

Ademas, asumimos que el término fuente r es funcion de C.

Para resolver este problema, utilizaremos el método de volimenes finito, el cual trabaja con
las ecuaciones escritas en forma conservativa para un volumen de control finito. De esta forma, la
ecuacion diferencial para calcular la concentracion del nodo de calculo P (con P=1... N, Figura 1A),
se aproxima mediante la siguiente expresion:

A -
Xt

=m, —m, + r(Cp)Ax 9)

donde Ax es el espaciamiento de la grilla, m,, y m, son flujos masicos de entrada y salida del volumen
de control, y los subindices e y w indican la direccion de acuerdo a los puntos cardinales en inglés
(e=este, w=oeste) de acuerdo a la notacion introducida por Patankar (1980). En lo que sigue usare-
mos las letras minusculas para hacer referencia a las caras e y w del volumen de control, y las letras
mayusculas £y W a los elementos vecinos (Figura 1B).
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Considerando esto, el objetivo del esquema numérico es encontrar un set de $N$ ecuacio-
nes para encontrar el valor de C en cada uno de los N nodos P, y para el tiempo ¢ + 1 (CP*(t+1)),
dado que se conoce C_P*t, al igual que las condiciones de borde de (7) y (8).

2.1 Definicion de dominio de calculo

Previo continuar con el analisis, es conveniente definir la forma mas adecuada de discretizar
el espacio en N volumenes. Dado que el método de volimenes finitos se centra en identificar los
flujos que entran y salen de los mismo, la fronteras del dominio ubicadas en x =Ly y x=L, deben
coincidir con las fronteras de los tGltimos nodos de calculo (Figura 1). Es asi que el primer nodo
(P=1) se ubica en x=Ly+A x/2, mientras que el ultimo nodo de calculo (P=N) en x=L_E-A x/2. De
esta forma, obtenemos que el espacio de longitud L, - L se discretiza en N volimenes de dimension
Ax=(Lg- Ly)/N, donde cada nodo de calculo se encuentra en la coordinada xp= L+ (P - 1/2)Ax, con
P=1...N.

B) 1 1
1 1
O 4 O 4 O
W . P . E
1 1
w (&
0 .
| |
+ O
| P=1 . E=2
1
w €
D) )
I |
W=N-1 . =N |
1
w e

Figura 1: Ejemplo de discretizacion de espacio segiin método de volimenes finitos. Cada nodo P
representa el centro de un volumen de control que se utiliza para reescribir la ecuacion diferencial
que describe el transporte difusivo en términos de la variacion de masa en el volumen, y la diferencia
de los flujos de entrada y salida en los bordes e y w, mas los términos fuentes que corresponden a la
creacion o destruccion de masa dentro del volumen de control.
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2.2 Discretizacion espacial

Los flujos m, y m,, son flujos masicos difusivos evaluados en las caras del volumen de control, es
decir:

_ ac
e = ‘(Da)

) (D 66)
; My, = — o
XP+% " 0x XP—AZ—X (1 O)

Entonces, la evaluacion de los flujos de entrada y salida requieren una expresion para eva-
luar las primeras derivadas parciales de la concentracion. Para esto es necesario asumir una distribu-
cion de la concentracion al interior de cada volumen de control, por ejemplo polinomios de distinto
orden. La forma mas simple de reconstruccion considera una variacion lineal (polinomio de orden
1) de C entre Cp y su respectivo vecino Cr 0 Cy seglin sea el caso, lo que entrega

. D,
me=_H(CE_CP) (11)

D
1y = == (Cp = Cy) (12)

donde D, y D,, son los coeficientes de difusion evaluados en las caras e y w, respectivamente. Es po-
sible obtener otras estimaciones para los flujos a partir de reconstrucciones de mas alto orden para la
variacion de concentracion de cada volumen de control. Las principales ventajas de la aproximacion
linear de C es que es facil de calcular y satisface continuidad de C'y si primera derivada.

Para casos mas complejos en los que el coeficiente de difusion varia en funcion de C, como es por
ejemplo el caso de difusion de momentum en un modelo de cierre turbulento, el valor de D en las
caras debe ser calculado a partir de los valores de C en los nodos y el polinomio de reconstruccion

utilizado. En el caso de la aproximacion lineal, es facil ver que para satisfacer continuidad de flujos
en la cara e, se debe cumplir que

— =t — (13)

donde Dy y D» son los valores calculados a partir de Cp y Cp, respectivamente.
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2.3 Condiciones de Borde

Sustituyendo las expresiones para evaluar los flujos de entrada y salida de acuerdo a la
formulacion de primer orden de los gradientes de C en la Eq. (9), se obtiene una forma discreta de
la Ecuacion (1) la cual permite calcular C para cualquier nodo P al interior de la grilla (i.e. P=2...
N - 1), de acuerdo:

aC, 1

Fr W(DWCW — (Dw + D.)Cp + D.Cg) + 1(Cp) (14)

Como los nodos de calculo estan centrados en el centro de cada volumen de control, para
el nodo P =1 (Figura 1C), el flujo masico de salida me se escribe de acuerdo a (11), mientras que la
condicion de borde de Neumann impone que el flujo masico m,, = F,. Esto lleva a que la ecuacion
para resolver C, es

¢, _ D,
ot Ax?

F
(Ce—Cp) + Ax + r(Cy) (15)

Para el nodo Py donde se desea imponer la condicion de borde (8) (Figura 1D), el flujo ma-
sico de entrada m. se calcula con (12), mientras que el flujo masico de salida m. se aproxima como

2D,
T, x=Lg = _A_xe(co —Cp) (16)

donde el factor 2 se obtiene de reconocer que la distancia entre Py la frontera es Ax / 2. Reempla-
zando en (9) se obtiene la siguiente expresion para evaluar Cy:

acy 1

2D,
W = E(DWCN—l - (Dw + 2De)CN) + mco + T(CN) (17)
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2.4 Formulacion Matricial

Es conveniente reescribir el sistema de NV ecuaciones para cada modo P, de forma matricial
para obtener el sistema lineal:

ac
S =MC+b +7(C) (18)

donde C es un vector columna que contiene los valores de la concentracion en los nodos de céalculo
C=[C,,C,,...,Cy-1),Cy 1", donde el superindice 7T indica un vector o matriz transpuesta; r (C) es un
vector columna que contiene los términos fuentes evaluados en los nodos, y b es un vector columna
que contiene los términos asociados a las condiciones de borde

E, ZDe]T (19)

b= [E,O, ...,O,E

Finalmente, M es una matriz de N X N elementos tal que al ser multiplicada por C entrega
los términos asociados a la discretizacion espacial de los flujos masicos de entrada y salida del volu-
men de control. Es facil demostrar que para el caso 1D la matriz M es tridiagonal, con coeficientes
distintos de 0 en su diagonal principal, y las dos diagonales adyacentes. Los coeficientes de la dia-
gonal corresponden a

1
ap=-7- (D,,D, +D,,,...,D, + D,,, 2D, + D,,1* (20)

Mientras que los coeficientes de la diagonal superior asociada a los nodos E contiene el vector de
largo N - 1

ag [D,,D,, ..., D,, D,]" (21)

T A2

y la diagonal inferior asociada a los nodos W, el vector de largo N - 1
1 T
Ay = E[DW'DW’ ""DW’DW] (22)
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La matriz M tiene algunas caracteristicas importantes de ser destacadas. La primera es que, como
se menciond anteriormente, es una matriz tridiagonal predominantemente llena de valores 0. Este
tipo de matriz se conoce como matriz sparse, y aparece frecuentemente en la formulacion de aproxi-
maciones numéricas basadas no solo en volumenes finitos; sino que también en elementos finitos y
diferencias finitas. Desde el punto de vista computacional las matrices de este tipo permiten ahorrar
memoria dado que solo es necesario almacenar los coeficientes distintos de cero, ademas permitir
la utilizacion de una serie de algoritmos eficientes especialmente disefiados para su manipulacion
algebraica. Ademas, los coeficientes de la matriz M en la diagonal principal tienen signo contrario a
los valores en las diagonales vecinas, lo que indica que es una matriz estable al ser invertida.

2.5 Discretizacion temporal

Existen varios esquemas numéricos para evaluar de resolver temporalmente la ecuacion
(18). Entre los mas comunes se encuentran:

*  Me¢étodo explicito de primer orden. En este caso el término temporal de (18) se aproxima como

t+1 _ gt
oc - (23)
at At

y evallia todos los términos en el lado derecho de (18) asociados a los flujos en el tiempo 7. De esta
forma es posible reescribir (18) como

C'*1 = €'+ AL(MC'+ b +7(CY)) (24)

Este método es condicionalmente estable para valores de Az D/A x2< 0.5 donde D es un
valor caracteristico de D. Dado A x usualmente queda determinado por la resolucion espacial del
calculo que se desea, el criterio de estabilidad condiciona el valor de Atz. Para algunos problemas,
la condicion de estabilidad puede ser demasiado restrictiva lo que se traduce en requerimientos
computacionales en términos de memoria y tiempo que pueden ser excesivamente altos. Ademas,
por ser una aproximacion de primer orden presenta baja precision para resolver términos. La ventaja
del método explicito es que es de facil implementacion, por ejemplo es facil de implementar en una
planilla de calculo ya que permite evaluar CP(t+1) a partir de:

Ct+1=Ct+At (L(D Ct—(D + D )Ct+D Ct)+r(Ct)+b)
P P Ax2 "\ €vE e w/lp wlw P P (25)
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*  M¢étodo Runge-Kutta de cuarto orden. Este método es un esquema explicito de mayor orden, y
contempla resolver un problema del tipo:

aC
FranpACL) (26)

donde f'es una funcidn cualquiera que depende de C'y ¢. En particular es posible utilizarlo para eva-
luar (18) definiendo,

F(C,t) =MC+b +7(C) (27)

En problemas de transporte en sistemas acuaticos, la dependencia temporal de la funcion f'se reduce
a variaciones en el vector de condiciones de borde b.

El método de Runge-Kutta permite calcular el valor de la concentracion en un tiempo ¢ + 1 en fun-
cion del valor en el tiempo ¢ e intervalos intermedios de acuerdo a:

At
Ct+1 = Ct + z (kl + Zkz + 2k3 + k4) (28)
donde

k; = f(C5t) (29a)

k,At At
k2=f(cf+ 12 ,t+7) (296)

k,At At
k3=f<cf+ & ,t+7) (29¢)
k, = f(Ct + Atks, t + At) (29d)

Al igual que el método explicito, el término difusivo es condicionalmente estable para va-
lores de At DA x2< 0.5. Sin embargo, esta aproximacién temporal permite una buena precision para
calcular términos fuentes.

*  Método implicito. Este método considera Iuna discretizacion temporal de primer orden similar

a (23), pero evalia el término que acompafia a M en el tiempo ¢ + 1. Es asi que este problema
en ausencia del término fuente se escribe de la forma A x=b , como
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(1+ AtM)CH! = Ct + Atb (30)

donde "I" es la matriz identidad de Nx N elementos. La concentracion "C" ~(t+1) se obtiene al
pre-multiplicar por la matriz inversa de ("I" +At"M" ), obteniéndose

CtH*1 = (I + AtM)~1(Ct + Ath) (31)

A diferencia de los métodos anteriores, el método implicito es incondicionalmente estable,
lo que permite aumentar el paso de tiempo A ¢ para lograr resolver problemas que modelan periodos
largos de tiempo. Por otra parte, la aplicacion directa de (31) requiere invertir una matriz lo que
puede ser computacionalmente costoso y cuya implementacion de forma eficiente es, en general,
dificil de realizar. Esta es la principal razon por lo cual muchas herramientas computacionales de uso
profesional, evitan evaluar (31), y en vez de eso buscan una solucion aproximada de (30) a través
de métodos iterativos. Independiente del método de solucion que se utilice para encontrar C**!, su
implementacion es mas compleja y computacionalmente costosa ue en el caso de las aproximacio-
nes explicitas por lo que no es aconsejable utilizar una planilla de calculo para resolverla por lo que
se recomienda utilizar funciones o librerias especificamente disefiadas para resolver este tipo de
problemas y que han sido implementadas en lenguajes de programacion tales como Matlab, Fortran
0 C/C++. En el caso de Matlab la solucion x de un problema A x=b se puede obtener mediante A\b
(también existen otras alternativas que pueden ser mas eficientes dependiendo del problema que se
desee resolver. En Fortran y C/C++ recomendamos usar la libreria de libre acceso UMFPACK Ila
cual implementa un método de solucion directo para resolver (30) que explota la estructura sparse
de la matriz, o alguna libreria que proporcione métodos iterativos basados en subespacios de Krylov,
tales como CG (Conjugate Gradiente), BiCG, GMRES, etc. En general, no existe una “receta” para
escoger entre un método directo o iterativo para resolver el sistema matricial dado por (30), por lo
que se debe experimentar con ambos métodos para seleccionar el que mejor se ajuste a los requeri-
mientos del proyecto o problema que se desee resolver.

2.6 Término fuente en método implicito

En caso de implementar un método implicito, es conveniente linealizar los términos fuentes
para satisfacer criterios de estabilidad, vale decir,

r(CH1) = £,C1 +f, (32)
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donde f; es una matiz diagonal y f, un vector columna. Esta linearizacién se puede hacer usando la
expansion en Taylor de » (C*!) en torno a r (C'), como

d
(@) = (e + diag (| )t~ )

donde diag(x) hace referencia a la matrix que en su diagonal principal contienen al vector x. Reem-
plazando en (32) y reconociendo términos, se obtiene que

f, = di (dr ) 34
= ding (] (34)
y
£, = r(C) — dia (ﬂ| )cf (35)
[ g dC Ct

Finalmente, al reemplazar la linealizacion del término fuente en (18), el problema se redu-
ce a una formulacion lineal A x=b de la forma

(I+ At(M +£))CH*t = Ct + At(b +f£,) (36)

2.7 Acoplamiento entre multiples compuestos

En muchas aplicaciones de interés practico ocurre el caso que existen varios compuestos
que son transportados producto de un proceso difusivo, y que reaccionan entre si. Esto da origen a
un problema de transporte acoplado entre los distintos solutos. En el caso de dos solutos con con-
centraciones 4 y B, este problema lo podemos formular como:

94 9, 0A
0A _ 0 ( 04 7

ot~ ox (DA (')x) +74(4.B) (372)
B 0 (37b)

- (D aB)+ A B
ot~ ox\Pegy) T 1s(4B)

donde D,y Djg son los coeficientes de difusion de 4 y B, respectivamente; y 7, y 7 los términos de
reaccion, los que dependen de la concentracion de 4 y B. En caso que no exista esta dependencia,
la dindmica de 4 seria desacoplada de la dindmica de B y el problema se reduce al transporte de dos
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solutos de forma independiente.

Para resolver de forma simultanea el sistema de ecuaciones formado por la discretizacion
espacial de (37a) y (37b), utilizaremos la aproximacion espacial explicada precedentemente junto a
un esquema implicito para la aproximacion temporal. Para implementar este esquema de solucion es
necesario linealizar r, y 7

dr,
T, (AP, BEY) ~ 1, (AL, BY) + diag (—A| ) (A1 — AY)
dA At,Bt (38)
+diag dﬁ| (B'*1 — BY)
dB At,Bt
Y
dr;
15(A"™1, Bt ~ 15 (AL, BY) + diag (—B| ) (A™ — A
dA At,Bt (39)
+diag dﬁ| (B! — BY)
dB At,Bt
por lo tanto, podemos escribir 7, (A", B"!) como
T4 At+1, Bf+1) = foA + fAAAt+1 + fABBt+1 (40)
con
£ = di dry £ = di dry
AR lag dA At,Bt ' TAB T lag dB At,Bt ! (41)
foA =13 (At, Bt) - fAAAt - fABBt
Analogamente, 1y se escribe
T‘B(At+1,Bt+1) ~ T‘B(At,Bt) + fBA(AHl _ At) + fBB(Bt+1 _ Bt) (42)
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Con
b = diag( 22| ) = diag (22| ),
BA = dlag ﬁ|At,Bt +igp = dlag| g atpt)’ (43)
fop = 15 (A%, BY) — fgs A" — fggB*
De esta forma, las ecuaciones discretas para evaluar A’ y B '*!, quedan finalmente escritas
como:

(I-(M,, + fpa)AL) —fap ] [Am] _ [At + At(by + fon) (44)

—fga (I-(Mg + fgg)At)] IB!+? B’ + At(bp + f,p)

donde M,, Mg, b, y bg son las matrices que representan la discretizacion espacial de los flujos masi-
cosy las condiciones de borde. El resultado de (44) nuevamente corresponde a un problema lineal de
la forma A x=b, pero en este caso de 2N variables que corresponden a los valores de concentracion
de A y B evaluados en los nodos N de la grilla numérica.

3. Ejemplos de implementacion numérica

La Tabla 1 propone una rutina implementada en Matlab© para calcular las matrices M, 1,
y el vector b, dado el vector D que contiene los coeficientes de difusion en las N + 1 caras de los N
volumenes en que se divide el dominio de simulacion, los valores caracteristicos de la discretizacion
numérica A x, el vector CB de dos elementos que contiene caracteres ‘n’ (Neumann) o ‘d’ (Dirichlet)
segun sea la condicion de borde aplicada en x = Ly y Lg, y el vector vCB de dos elementos que con-
tiene el valor de F, o C_ segun sea la condicion de borde requerida.
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function [M,l,b]=def_matVF(N,D,dx,CB,vCB);

% [M,],b]=def_matVF(N,D,dx,CB,vCB);

% N Numero de elementos

% D Coeficiente de difusion (m”2 s”-1)

% dx (m)

% CB dos caracteres 'n' o 'd' segun si CB es de Neumann o Dirichlet.

% por ejemplo CB {'d" 'n'}

% vCB Valor de cantidad fisica F_o o C_o de condicién de borde

% internamente calcula b1 y bN como Fo/dx o 2D/dx*2 Co segun sea la
% condicion de borde de Neumann o Dirichlet, respectivamente.

% F_o es un vector positivo si es segun x

0/D

% M Matriz M

% | Matriz identidad

% b Vector b con condiciones de borde

%
% Licence GNU GPLv3.0 (http://www.gnu.org/licenses/)

% Copyright 2013 Alberto de la Fuente S. & Paulo Herrera R.
% Apuntes del curso CI6101, Procesos de Transporte en

% Sistemas Acuaticos

% Departamento de Ingenieria Civil

% Universidad de Chile

% email: aldelafu@ing.uchile.cl

% email: pherrera@ing.uchile.cl

b=zeros(N,1);
De=D(2:end);
Dw=D(1:end-1);
ap=(De+Dw);
ae=De;

aw=Dw;

if char(CB(1))=="n'
ap(1)=De(1);
b(1)=vCB(1)/dx;

end

if char(CB(1))=="d"
ap(1)=(2*Dw(1)+De(1));
b(1)=2*vCB(1)*Dw(1)/dx"2;

end

if char(CB(2))=="n'
ap(N)=Dw(N);
b(N)=-vCB(2)/dx;

end

if char(CB(2))=="d"
ap(N)=(Dw(N)+2*De(N));
b(N)=2*vCB(2)*De(N)/dx"2;

end

i=(1:N);

1=[i;i(1:N-1);i(2:end)];
J=[i;i(1:end-1)+1;i(2:end)-1];
Mij=[-ap;ae(1:end-1);aw(2:end)];
M=1/dx"*2*sparse(l,J,Mij);
I=sparse(i,i,ones(N,1));

Tabla 1: Rutina Matlab para definicion de matrices M, 1, y el vector b, dado que se entrega el vector
D que contiene los coeficientes de difusion en las N + 1 caras, los valores caracteristicos de la dis-
cretizacion numérica A x y NV, el vector CB de dos elementos que contiene caracteres ‘n’ (Neumann)
o ‘d’ (Dirichlet) segun sea la condicion de borde aplicada en x = Ly y Ly, y el vector vCB de dos
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elementos que contiene el valor de F, o C, segiin sea la condicion de borde requerida. En caso de
condicion de borde de Neumann, F, es un vector positivo si es segin x. Este rutina asume que los
parametrops de entrada son correctos y satisfacen las condiciones discutidas en este articulo, por lo
que no contempla ninguna forma de verificacion de los argumentos.

El uso de esta rutina para estudiar problemas de interés practico se ejemplifica con los si-
guientes dos problemas: placa oscilatoria, y oscilacion térmica en lagunas someras.

3.1 Placa oscilatoria.

El primer problema que analizaremos es el conocido como segundo problema de Stokes, el
cual consiste en un flujo de un fluido viscoso inducido por el movimiento oscilatorio de una placa.
Entre otros, el segundo problema de Stokes se utiliza para representar el perfil de velocidades indu-
cido por el oleaje, los problemas de resuspension de sedimentos asociados, el transporte estacional
de calor en el suelo, o el intercambio de calor entre agua y sedimentos en lagos y embalses.

Este problema se puede modelar como un problema de difusion en 1D con condiciones de
borde de Dirichlet periddica en x =0 (C = C, cos(w ?)), flujo nulo en x = . En los casos listados an-
teriormente, C representa la velocidad inducida por el oleaje, o temperatura del suelo o sedimentos.
Si el coeficiente de difusion (D) es constante, la solucion analitica de este problema esta dada por:

C(x,t) = C,exp(—ax)cos(ax — wt) (45)

donde o = (w/2D). Mayores detalles de la derivacion de esta solucion pueden ser encontrados en
Batchelor (1967).

La resolucion numérica de este problema no es posible para un dominio infinito como es la
solucidn analitica, por lo que acotaremos la dimension del dominio x a 2 veces la longitud caracte-
ristica de problema dada por /=2n/ o.En x = 21 se considera la condicion de borde de flujo nulo (F,
=0), y el problema se resuelve sujeto a la condicion inicial C = 0. Ademas, se resuelve para 5 ciclos
de oscilacion que tienen un periodo 7= 20s, con un coeficiente de difusion arbitrario D = 1m3s™!, y
At=1syAx=2l/50.

La estructura del codigo comienza con la definicion de las variables y dominio segln:
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clear all

close all

T=20; %Periodo de oscilacion
omega=2*pi/T, %Calculo de frecuencia de oscilacion
Do=1; %Coeficiente de difusion

alpha=sqrt(omega/2/Do); %Calculo de parametro alpha

L=2*2*pi/alpha; % Calculo de largo del dominio
dx=L/50; % Calculo de dx

%definicion de vector de posicion x de nodos. Comenzando en x=dx/2, espaciado en
% dx, y termina en L-dx/2;. Ver Figura 1.

x=dx/2:dx:L-dx/2;
Co=1; %Valor de Co
dt=T/20; %calculo de dt

%definicion de vector de tiempos de calculo. Comenzando en t=0, espaciado en
% dt, y termina en t=5T.
t=0:dt: 5*T;

%Calculo de numero de pasos de tiempos a resolver
Ttotal=length(t);

%Calculo de N
N=length(x);

%Definicion de vector D con coeficientes de difusion en las N+1 caras del dominio.
D=Do*ones(N+1,1);

Posteriormente se define la condicion inicial que corresponde a un valor nulo de C en todo
el dominio, como:

C=zeros(N,1);

Finalmente, se utiliza un for para resolver C en el tiempo en forma implicita. Como la
condicién de borde de Dirichlet varian en el tiempo, se debe llamar la rutina def_matVF en
cada paso de tiempo.

for k=1:Ttotal

% se llama la rutina def_matVF, definiendo que la CB en x=0 sera de Dirichlet (‘d’)
% con un valor Co*cos(omega*t(k)), y la CB en x=L es Neunann (‘n’) con flujo nulo.
% Como resultado, la rutina entrega las matrices M e |, y el vector b.

[M,I,b]=def_matVF(N,D,dx,{'d", 'n'},[Co*cos(omega*t(k)), 0]);

% Calculo de C para tiempo t+1. Note que la variable C se reescribe
C=(I-dt*M)\(b*dt+C);
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En un comienzo la solucion esta influenciada por la condicion inicial del problema, pero al cabo de
2 ciclos se alcanza un régimen estacionario, donde la solucién para un ciclo es igual a la del ciclo
siguiente. La Figura 2a muestra el valor de los perfiles simulados de C para ¢t =[0,7/4,7/2,3/4T], y
la comparacion con la solucion analitica para los mismos tiempo. Aun cuando la solucion numérica
se aproxima bastante a la souc 16n analitica, existe un error de calculo definido como

error(t) = NlC z (Cl-k — Colx;, t,c))2 (46)

donde Cik es la concentracion simulada para el nodo i para e paso de tempo &, y C, (x,#) la solu-
cién analitica evaluada en x; y el tiempo ¢,.. La evolucion temporal del error se grafica en la Figura
2b, donde se aprecia que inicialmente el error es grande, producto de la influencia de la condicion
inicial, y posteriormente disminuye hasta un valor aproximado de 0.012. También se observa que el
error oscila, y toma valores maximos para la velocidad de la placa es maxima. Se deja al lector el
andlisis de como varia este error si se varia el valorde Ax o At.

1 T T
° sol. numerica
sol analitica

0.8

x/k

0.4

0.05 i

error (=)

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
tw/(2m)

Figura 2: A) perfiles simulados y tedricos del segundo problema de Stokes , B) serie de tiempo de
error en solucién numérica.
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3.2 Oscilacion térmica en lagunas someras.

La temperatura de grandes cuerpos de agua como lagos, embalses y el océano queda deter-
minada por el intercambio de calor con la atmésfera. En la superficie libre se tienen 4 tipos de flujos
de calor intercambiados entre el agua y la atmoésfera: radiacion solar de onda corta, radiacion neta de
onda larga, y flujos de calor sensibles asociados a la difusion térmica, y latente asociado a la evapo-
racion. Por una parte, la radiacion solar de onda corta es un término fuente que siempre entrega calor
y produce el aumento de la temperatura del cuerpo de agua. Por otro lado, la radiacion neta de onda
larga se explica en la radiacion de cuerpo negro descrita por Stefan-Boltzmann, y es la resultante
de la radiacion incidente al cuerpo de agua que es emitida por la atmosfera, y la radiacion emitida
por el cuerpo de agua hacia la atmoésfera. Finalmente, los flujos de calor latente y sensible son flujos
difusivos de vapor de agua y calor, que se ven potenciados por la accion del viento (Garratt 1992;
Bogan et al 2003).

A diferencia de lo que ocurre en lagos, embalses o el océano, el balance radiativo en lagunas
someras como las que se encuentran en los Salares Altiplanicos esta fuertemente condicionado por
la interaccion entre el agua y los sedimentos (de la Fuente and Nifio 2010). En particular, los sedi-
mentos actian como un reservorio de calor que lo retienen durante el dia y liberan durante la noche,
amortiguando asi la oscilacion térmica intradiaria.

El calor intercambiado entre el agua y los sedimentos se describe como un flujo difusivo
proporcional a — el gradiente vertical de temperatura. Es por esto que la interaccion agua-sedimentos
se cuantifica mediante un proceso difusivo de calor el cual se puede modelar como:

ar _ d <D 6T)+ 1 0Hy,, 47
ot 0z (@) 0z)  pc, 0z (47)

donde T es la temperatura, el eje de coordenadas z estd centrado en la interfaz agua-sedimentos y
D7 es el coeficiente de difusion térmica. H,, es la radiacion solar de onda corta incidente que puede
penetrar en el agua, por lo que su derivada representa el calor absorbido en la columna de agua. Con-
siderando un dominio continuo que incluye los sedimentos y el agua, el problema se puede modelar
considerando variaciones espaciales de los coeficientes de difusion: en los sedimentos se considera
un valor constan te y uniforme igual a 0.035 m? d!' (Fang and Stefan 1998), mientras que en la co-
lumna de agua Dy (z) = D, (z) + D, con D = 0.014 m?d"' el coeficiente de difusion molecular en el
agua, y D, (z) es el coeficiente de difusion turbulenta, que se calcula asumiendo un perfil logaritmico
de velocidades (Fischer et al 1979):
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D,(2) = ;%(1 - %) w.H (48)

con k = 0.41, u- la velocidad de corte y H la profundidad de escurrimiento. Para este ejemplo asu-
mimos u.= \NgHi donde i = 1x10* es la pendiente de terreno y H = 5cm.

Por otro lado, asumimos que el calor asociado a la radiacion solar de onda corta es uniformemente
retenido en la columna de agua, lo que permite obtener que el término fuente que actiia en la colum-
na de agua se calcula como:

OH. H
¥ = =2 max(0, sin wt) (49)
0z H

con Hswo = 1200 Wm™ la radiacion solar de onda corta incidente en la superficie libre del agua, y el
término max(0,sin ot) permite la variacion diaria de la radiacion solar incidente. Finalmente pc,=
4.4x106 Jm> °K.

En los sedimentos, se simula un dominio hasta z = -1m, donde se considera la condicion de borde
adiabatica. Por otro lado, en la superficie libre ubicada en z = H, no es posible considerar la misma
condicion de borde, ya que en tal caso se tendria un aumento constante de la temperatura del agua.
En estricto rigor, en z = H se debiera considerar una condicion de borde de tipo Neumann que con-
sidere todos los flujos radiativos intercambiados con la atmdsfera (onda corta incidente y emitida,
calor latente y calor sensible), sin embargo, por simplicidad consideraremos solo la emision de
cuerpo negro dada por:

F,(t) = ,0T (50)

donde &, =0.97 es la emisividad del agua, c la constante de Stefan Boltzman, y 7 la temperatura en
la superficie del agua, medida en grados Kelvin. Luego, asumimos que la temperatura en la superfi-
cie libre es igual a la temperatura en el ultimo nodo de calculo, que segun la Figura 1 esta ubicado en
z=H-Az/2. Entonces, se puede demostrar que el problema queda escrito de la forma
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oT
= 51
T MT+b (51)

donde el vector b corresponde a un término fuente que debe ser linealizado en torno al valor simu-
lado para el tiempo anterior, como

F, = &,0 (Ty)*(4Ty — 3Ty ™) (52)

donde T N”(t-1) es la temperatura simulada en el tiempo de céalculo anterior (t-1), y T N”t la tem-
peraura simulada para el tiempo de célculo t. De esta forma, parte de la condicion de borde modifica
el valor de la matriz "M" vy la otra, es efectivamente un término fuente que afecta el vector b. En
particular, el término -4¢_w o (T_N”(t-1) )*3/Az se agrega en la diagonal principal "M" , en el ulti-
mo nodo N,y 3e wo (T _N”(t-1) )*4 al vector b. El signo negativo del término que suma a la matriz
"M" se explica en que los flujos de las caras e de (9) son salidas de los volumenes de control.

La implementacion numérica de este problema comienza con la definicion del domino y constantes
del problema

clear all;
close all;

% Parametros de entrada
ew=0.97;
sigma=5.670373E-8;
dz=1/1000;

H=5/100;
us=sqrt(9.81*H*1E-4);
z=-1+dz/2:dz:H-dz/2;
n=length(z);
rhocp=4.4ES6;
Hi=1200/rhocp;
dt=3600;
Dwat=1.15E-6/7;
Dsed=0.035/86400;
omega=2*pi/86400;
t=0:dt:30*86400;

% Vectores para definir el volumen del dominio ocupado por los sedimentos y el agua
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idsed=find(z<0);
idwat=find(z>0);

% Evaluacién del coeficiente de dispersion turbulenta de Eq. (48)
nut=0.41*z(idwat)/H.*(1-z(idwat)/H)*us*H;
D=[Dsed*ones(size(idsed)),Dwat+nut]’;
D=[D(1);2./(1./D(2:end)+1./D(1:end-1));D(end)];

S=zeros(size(z))';
S(idwat)=1/H;

Luego se imponen las condiciones iniciales del problema que corresponden a una
temperatura uniforme de 12.75°C que se obtiene del balance radiativo promedio diario.

| T=(12.75+273.25)*ones(size(z))’;
Para finalmente entrar en el ciclo for del tiempo.

for k=1:length(t)
[M,l,b]=def _matVF(n,D,dz{'n', 'n'},[0 -3*ew*sigma*T(n)"4/(rhocp)]);
M(n,n)=M(n,n)-4*ew*sigma*T(n)*3/(rhocp*dz);
b=(b*dt+T+S*max(Hi*sin(omega*t(k))*dt,0));
T=(I-dt*M)\b;

end

La Figura 3a muestra la serie de radiacion solar incidente al cuerpo de agua, y la Figura 3b la
temperatura del agua promedio para los ultimos 5 dias de simulacion, cuando la solucién es inde-
pendiente de la condicidn inicial. La linea azul representa la temperatura media del agua calculada
con este esquema que permite la interaccion con los sedimentos, y la linea roja la temperatura
del agua simulada solo para la columna de agua, considerando una condicioén de borde adiabatica
en los sedimentos. Aun cuando los valores medio diario de ambas simulaciones son similares, la
oscilacion térmica en el caso sin sedimentos es considerablemente mayor que la amplitud térmica
simulada al considerar los sedimentos. Esto tiene directas implicancias en, por ejemplo, las tasas
de evaporacion que son dependientes de la temperatura del agua.
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Figura 3: a) serie de tiempo de radiacion solar incidente, b) serie de tiempo de temperatura prome-
dio del agua simulada considerando intercambio caldrico en sedimentos (linea azul), y sin conside-
rarlo (linea roja).

4. Comentarios Finales

El objetivo de este trabajo es presentar de forma resumida la aplicacion del esquema de
voliimenes finitos para la resolucion numérica de la ecuacion de difusion-reaccion. Esperamos haber
podido demostrar que la resolucion numérica de estos problemas es simple, y no necesariamente re-
quiere grandes recursos computacionales, mientras que constituye una herramienta flexible y pode-
rosa para estudiar problemas de interés practico que involucran distintos procesos fisicos, quimicos
y/o bioldgicos. Nuestra intension es que este resumen Util para profesionales que se ven enfrentados
a encontrar soluciones simples e innovadoras a problemas de ingenieria que requieren pueden ser
modelados a través de ecuaciones diferenciales similares a la ecuacion de difusion-reaccion analiza-
da en este articulo.
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Por ultimo, no podemos terminar sin recodar que el calculo numérico en general, y la so-
lucion numérica de ecuaciones diferenciales en particular, son aproximaciones que tienen errores
y limitaciones producto de diferentes factores tales como: técnicas de discretizacion, restricciones
de estabilidad, métodos de solucion de sistemas matriciales, e incluso la forma en que los nimeros
son internamente representados en un computador. Por lo tanto, cualquier aplicacion profesional de
estas técnicas debiera cuantificar estos errores para tener certeza de la calidad de los resultados que
se obtienen. Un analisis exhaustivo de la magnitud y fuentes de estos errores escapa a la motivacion
de este articulo, por lo que recomendamos consultar alguna de los muchos y excelentes libros o
documentos técnicos que se han escrito al respecto, algunos de los cuales aparecen listados en las
referencias de este trabajo.
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Profesor Guia: Alexandra Jacquin

PABLO ANTONIO

2013

Aplicacion del método de Sobol en el analisis de sensibilidad del modelo de simulacion hidrologica
HBV

Profesor Guia: Alexandra Jacquin

CAMILO IGNACIO

2013

Evaluacion del desempefio del modelo multilineal de retraso para el transito de niveles en el rio
Elqui

Profesor Guia: Jackelline Gonzalez
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Verdnica Nufiez

2013

Estudio de la informacion ambiental y de riesgos naturales disponible para la comuna de La Serena
y su entorno. Analisis de su incorporacion a modificaciones del Plan Regulador.Ingenieria Civil
Ambiental

Profesor Guia: Jorge Oyarzin

Sandro Zambra

2013

Caracterizacion de la Interaccion Agua Superficial-Agua Subterranea en la Cuenca del Rio Grande
Ingenieria Civil Ambiental

Profesor Guia: Ricardo Oyarzun

Hector Maureira

2013

Caracterizacion Geohidrologica de la Cuenca del Rio Diguillin
Ingenieria Civil Ambiental

Profesor Guia: Ricardo Oyarzun

Jorge Cubillos

2014

Transporte de Contaminantes en Sistemas Fluviales y Evaluacion de la Aplicabilidad del Modelo
WASP en las Cuencas de los rios Elqui y Choapa, Region de Coquimbo

Ingenieria Civil Ambiental

Profesor Guia: Ricardo Oyarzun
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Diego Villanueva

2013

Proceso Opreracional Tranque el Mauro - MLP
Ingenieria Civil

Profesor Guia: Edmundo Gonzalez

Mauricio Castillo

2013

Estudio de Crecidas en la Cuenca del Rio Elqui Mediante Software HEC-HMS
Ingenieria Civil

Profesor Guia: Edmundo Gonzalez

Marco Silva

2013

Meétodo de las Trazas de Crecida, para establecer zonas de Inundacion en Tramo del Rio Tinguiriri-
ca, Ciudad de San Fernando

Ingenieria Civil

Profesor Guia: Edmundo Gonzalez

Catherine Marzal

2013

Impacto del cambio climatico sobre la disponibilidad del recurso hidrico en la cuenca del Rio Elqui
Ingenieria Civil

Profesor Guia: Edmundo Gonzalez

Patricio Rojas Pifiones

Desarrollo de Modulos en Entorno Visual Basic para resolver problemas de Hidraulica de Conduc-
ciones Gravitacionales

Ingenieria Civil

Profesor Guia: Victor Aros Araya

Franchesca Contreras Campos y Carolina Pizarro Paz

2013

Estudio de Factibilidad del Embalse "Paso del Buey",para aprovechamiento en riego ,energia hidro-
eléctrica y agua potable, Comuna de Combarbala,Region de Coquimbo.

Ingenieria Civil

Profesor Guia: Victor Aros Araya
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Ana Gutiérrez Uribe

2013

Evaluacion del gasto solido de fondo, en el rio Elqui, en el tramo comprendido entre el Embalse
Puclaro y la ciudada de La Serena.

Ingenieria Civil

Profesor Guia: Victor Aros Araya

Camila Mufioz Mufioz

2013

Disefio de drenes de Aguas Lluvias con Captacion de Napas Subterraneas.
Ingenieria Civil

Profesor Guia: Victor Aros Araya

Cristian Pereira Yafiez

2013

Sistema de Registro para Mejoramiento Integralde redes de distribucion de Agua Potable mediante
un servidor de aplicaciones.

Ingenieria Civil

Profesor Guia: Alan Olivares Gallardo.

Carolina Aguilera Campillay.

2013

Analisis del sistema de produccion y regulacionde agua potable para la ciudad de Ovalle.
Ingenieria Civil

Profesor Guia: Alan Olivares Gallardo.
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